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21. suite
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Sous sa forme écrite, ce cours reprend toutes les notions de topologie métrique
depuis le début. Toutefois, comme il s’adresse a des étudiants qui, en principe, en
connaissent déja les notions de base (notions de base qui ne seront revues que tres
succintement dans la présentation orale), on s’est parfois permis de faire allusion,
voire d’utiliser dans des exemples, des résultats connus en deuxieme année de licence
et qui ne sont revus que plus tard dans le déroulement de ce cours. Le lecteur pourra
vérifier que cela n’entraine pas de boucle infinie dans les démonstrations.
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1. Espaces métriques : définition, exemples

Ce premier chapitre recense les principaux espaces vectoriels normés qu’un étu-
diant de deuxieme année a, en principe, déja rencontrés. Ces exemples sont a connai-
tre et a savoir manipuler car ils seront utilisés tres fréquemment par la suite.

1.1. Distances, normes

Définition 1.1 (Fréchet, 1905 ; Hausdorff, 1914) Soit E un ensemble.

Une distance sur E est une application d : E x E — R qui satisfait les
propriétés suivantes.

1. Pour tous x,y € E, d(x,y) = d(y,z) (propriété de symétrie) et d(z,z) = 0.
2. Inégalité triangulaire : si z,y,z € E, alors d(x, z) < d(z,y) + d(y, z).
3. Propriété de séparation : si x,y € E et si d(x,y) =0, alors x = y.

Un espace métrique est la donnée d’'un ensemble E et d’une distance d sur E
(Hausdorff, 1914).

Exemple fondamental : la distance associée a une norme

Définition 1.2 Supposons que E est un espace vectoriel sur le corps K =R ou C.
Une norme sur E est une application x — ||z||, de E dans RY, qui satisfait les
Propriétés suivantes.

1. Pourtousx € E et A € K, on a | Az|| = |\|||z]| (la norme est dite positivement
homogene ).

2. Inégalité triangulaire : si x,y € E, alors ||z + y|| < ||z| + |ly]|-

3. Propriété de séparation : si x € E et si ||z|| =0, alors x = 0.

Une application qui satisfait les propriétés 1 et 2 mais pas forcémént 3 est appelée
une semi-norme sur F.

Un espace vectoriel normé est la donnée d’un espace vectoriel E et d’une
norme || - || sur E.

La distance associée a la norme || - || est 'application d définie par d(z,y) =
|z — yl|. Il est aisé de vérifier que d est bien une distance si || - || est une norme.

1.2. Exemples d’espaces vectoriels normés

Norme naturelle sur R ou C La norme naturelle sur R est la valeur absolue.
Dans toute la suite, en I'absence d’indication contraire, I’ensemble R sera toujours
muni de cette norme et de la distance qu’elle définit.

La norme naturelle sur C est le module :si z =a+1b € C, avec a,b € R, alors
2] = (a2 + B)V2,
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Norme définie par un produit scalaire ou un produit hermitien Soit £ un
espace vectoriel sur K muni,
— st K =R, d'un produit scalaire, ¢’est-a-dire d’une forme bilinéaire symétrique
(z,y) — (x]y) de E? dans R qui satisfait les deux propriétés suivantes :

1. Pour tout =z € E, (z|x) € RT;
2. Pour tout x € F, (z|x) =0 2 =0,

— st K = C, d’un produit hermitien, c’est-a-dire d’une forme sesquilinéaire anti-
symétrique (z,y) — (x]y) de E? dans C qui satisfait les deux mémes propriétés
1et 2.

Par exemple, la relation (z]y) = Z;l:l z;y; définit sur R? un produit scalaire,

appelé le produit scalaire canonique dans R?. De méme, la relation (x|y) = ijl T
définit sur C? un produit hermitien, appelé le produit hermitien canonique dans C2.

La norme associée a un produit scalaire ou hermitien || || est définie par la relation

Ve e E lz|| = V/(z|x).

L’inégalité triangulaire pour cette norme découle de I'inégalité de Schwarz, rap-
pelée ici.

Proposition 1.3 (Inégalité de Schwarz) Pour tous x,y € E on a

|@ly)] < [l lyll-

La démonstration est détaillée a la page 74.

Il est aisé de déduire de ceci que I'application || || satisfait bien I'inégalité trian-
gulaire : il suffit de constater que, si x,y € FE,

lz+yl* = Nl + lyll* + 2 Re(z[y)
< lal® + llyll® + 201z lyl
= (=l + llyI)*.

Les espaces préhilbertiens seront étudiés en détails au chapitre 5..

Exemples de normes dans K" Soit p € [1, 00[. Dans I’espace de dimension finie

K™, on définit la norme ||z|[, d'un vecteur z = (z1,...,2,) par
n 1/p
]l = (Z |ku”) :
k=1
(Sip = 2 et K = R, on reconnait la norme euclidienne canonique dans R™.)

L’inégalité triangulaire pour cette norme a pour nom l’inégalité de Minkowski. Cette
inégalité peut se déduire de 1'inégalité de Holder.
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Proposition 1.4 (Inégalité de Holder) Soient p et q des réels tels que p > 1,

1
qg>1et—+—=1. Alors, pour tous éléments x € K", y € K", on a
p q

n
Z iyl < llzllpllyllq-
i=1

Dans le cas p = ¢ = 2, on reconnait I'inégalité de Schwarz.

DEMONSTRATION DE L'INEGALITE DE HOLDER. Il s’agit d’une inégalité de
convexité classique, qui utilise simplement la concavité du logarithme. Si 119 + é =1,
alors, pour tous réels a et b strictement positifs, on a

1 1 b
—loga+ —logb < log <E+_)_
p q P q

En prenant ’exponentielle de cette inégalité, on obtient

a/Ppt/e < a + é
p q
Soient maintenant x et y deux éléments de K. Pour chaque entier j € [1,n], appli-

quons 'inégalité ci-dessus aux réels

|5 |yl

2 il X lwl

a =

On obtient
ol gl _ Llal 1yl
Izllp lylle = pllzllz — allyllg
En sommant maintenant ces inégalités, pour j entre 1 et n, il vient
2mlwiyl 11
L e R
lzllpllylly —p g

ce qui est exactement 1'inégalité de Holder.

DEMONSTRATION DE L'INEGALITE DE MINKOWSKI. Nous utilisons I'inégalité
de Holder. Soient a nouveau x et y deux éléments de K". On a

|z +yll, = Z |z +uil” < Z ] - |2 + P + Z lyil - |z + sl
i=1 i=1 i=1

Appliquons ensuite 'inégalité de Holder a chacun des deux termes a droite de cette
inégalité. Nous obtenons, pour le premier,

n n 1/q
> sl o + oyl < el (Z | + yi!q(p’”> = [lzllpllz +ylp ™,
i=1 =1
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et, de méme,
n

D lwil -l gl < Myl lle + gl
1=1

Par conséquent,
lz +yllh < (=l + lyllp)llz +ylp

et donc ||z + yll, < ||lzll, + ||yl

Norme || ||o dans K" II est aisé de vérifier que la relation

lzlloo = max ||

définit une norme sur K.

Espaces de suites : les espaces #, p € [1,+0o0] Soit p € [1,00]. Si u = (up)nen
est une suite a valeurs dans K, on note, si p < oo,

+00 1/p
Jull, = (Z \un|p>
n=1

ainsi que

[ulloc = sup [un|.
neN

On définit alors 'espace ¢ comme ’ensemble des suites u pour lesquelles la quantité
lul|, est finie. Si u, v sont deux éléments de (7, on vérifie que || f+gll, < || f|l,+ gl
en utilisant si p < oo l'inégalité de Minkowski et un passage a la limite. Cette
inégalité permet de montrer d'une part que P est un espace vectoriel, et d’autre
part que || ||, est une norme sur cet espace.

Espaces de fonctions bornées. Norme de la convergence uniforme Soit F
un ensemble (quelconque) et soit (F, || ||) un espace vectoriel normé sur le corps
K. Une application f de F dans F' est dite bornée s’il existe un réel M > 0 tel
que ||f(x)| < M, pour tout x € E. On note F,(E, F') 'espace vectoriel sur K
formé des applications bornées de E dans F. On définit sur cet espace vectoriel
la norme uniforme, appelée encore norme de la convergence uniforme, définie par
Ilf]| = sup||f(x)||. La norme sur F et la norme sur F,(E, F) sont notées de la méme
zelk

facon car il n’y a pas de risque de confusion. Remarquons que si £ = N et F =K,
I'espace Fp(E, F') n’est autre que I'espace normé ¢, et la norme uniforme, la norme

[ floo-
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Espaces de fonctions continues Soit £ un espace métrique. Nous voyons ici des
sous-espaces de Fp(F, K) formés de fonctions continues, que nous aurons 'occasion
de rencontrer a nouveau dans les chapitres suivants.

— On note CE(E) l'espace vectoriel normé formé des fonctions continues et
bornées de E dans K, que I’on munit de la norme uniforme. Plus généralement,
on note Cy(E, F') l'espace vectoriel formé des fonctions continues de E dans
un espace vectoriel normé F, que I'’on munit également de la norme uniforme.

— Une fonction f de E dans K est dit a support compact s’il existe un compact
K de E telle que, pour tout x ¢ K, f(x) = 0. Toute fonction continue définie
sur un compact étant bornée, on voit simplement que I’ensemble des fonctions
continues a support compact de E dans K, qui se note C¥(FE), est un sous-
espace vectoriel de CX(E).

Nous reviendrons sur la notion de compacité au chapitre 3.

— On dit qu'une fonction f de E dans K tend vers 0 a linfini si, pour tout
e > 0, il existe un compact K de E tel que, pour tout x ¢ K, |f(x)] <e. On
note Ci(E) 'ensemble formé des fonctions de £ dans K qui tendent vers 0 &
I'infini. On pourra vérifier a titre d’exercice que cet ensemble est un sous-espace
vectoriel de Ci*(E) et que :

Ce'(E) C Gy (E) C G(E).

— Soit a € R%. On note C¥ l'espace vectoriel formé des fonctions continues et
a-périodiques de R dans K. Toute fonction continue et périodique sur R étant
bornée (pourquoi?), on a : CX C CX(R).

Espaces L? de Lebesgue, p € [1,+00]| Soit m une mesure sur un espace mesurable
(Q,F) et soit p € [1, +0o0].

— Sip < 400, on note &, = LI (m) Pespace des fonctions f de Q dans K, F-

mesurables telles que f? est intégrable, ¢’est-a-dire telles que [ |f|Pdm < +oc.

Si f € &€,, on note alors :
1/p
win) = ( [11 am)

— Si p = 400, on note &, = LF(m) l'espace des fonctions f de €2 dans K, F-
mesurables, pour lesquelles il existe un réel C' > 0 et une partie m-négligeable
A de Q tels que |f| < Csur Q\ A. Si f € &, on note alors :

No(f) =inf{C >0t.q. m({xeQ; |[f(x)]>C}) =0}.
Cette quantité No.(f) s’appelle le supremum essentiel de la fonction f.
Proposition 1.5 (Inégalité de Holder) Soient p et q des réels tels que p > 1,
qg>1cet E + E = 1. Alors, pour toutes fonctions f,g de 2 dans K, F-mesurables,

[ Vrslamn < ([ 15 an) " (/17 am) "

on a :
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Noter que les intégrales de fonctions positives qui apparaissent dans cette inégalité
peuvent étre infinies. La démonstration, semblable au cas discret évoqué pour les

espaces (P est laissée comme exercice. Cette inégalité permet de démontrer I'inégalité
de Minkowski :

Proposition 1.6 (Inégalité de Minkowski) Soit p € [1,+o0[ et soient f et g
deuz fonctions de Q dans K, F-mesurables. Alors :

(firssr )< (fr ) (o)

(Pour p = 1, cette inégalité est évidente.)

De ceci, nous pouvons déduire :

Proposition 1.7 Soit p € [1,+00]. Quels que soient f,g € L (m), ona : [+ g€
LE(m) et :
Np(f +9) < Np(f) + Np(9)-

(Pour p = +o00, cette propriété est simple a vérifier directement.) Nous voyons ainsi
que, d’une part, 'ensemble £ (m) est un sous-espace vectoriel de F(€2, K) (la stabi-
lité par produit par un scalaire est immédiate) et, d’autre part, que 'application N,
vérifie I'inégalité triangulaire dans £} (m). Elle est de plus positivement homogene
(c’est immédiat). En revanche, elle n’a pas, en général, la propriété de séparation.
En effet, pour p < 400, on a I’'équivalence suivante :

(1) Np(f):O©/|f|p dm =0<[f[P=0 m—p.p. & f=0 m—p.p.
Et, pour p =00, on a :
(2) Noo(f) =0 m({z € Q2 [f(2)] > 0}) =0« f=0 m—pp.

On note L (m) Vespace L& (m) dans lequel on < identifie > les fonctions qui sont
égales m-presque partout (en toute rigueur, L, (m) est I'espace quotient de &£ par la
relation d’égalité m-presque partout). Dans cet espace L (m), les deux affirmations
< f=0m-p.p.>et <« f = 0> sont équivalentes, de sorte que 'application N, est
bien une norme dans L (m)T.

Remarque Si 2 = N et si m est la mesure de comptage, définie par : m(A4) =
card (A), Pespace LP(m) n’est autre que /. Comme, dans ce cas, le seul ensemble
de mesure nulle est ’ensemble vide, il vient que £P(m) = LP(m).

1. Encore faut-il vérifier que on puisse bien parler de N,(f) avec f € Li(m). Il faut pour
cela que la valeur de N,(f) ne change pas si l'on remplace f par une fonction qui lui est égale
m-presque partout. En d’autre termes, il faut vérifier que, quels que soient f,g € Li(m), on a :
f =g mpp. = Ny(g) = Np(g), ce qui est une conséquence directe des équivalences (1) et (2).
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Exercices

1.

a.

+

|

1 1
Soient p,q,r trois réels supérieurs ou égaux a 1 tels que — = —
r p

Démontrer que si f € LP et g € L2, alors fg € L" et

1fglle < 1F1Ipllglly

. Soit f une fonction F-mesurable de X dans K. Démontrer que I’ensemble

J défini par

J = {pe [1,+o0[ t.q. 0</|f|pdm<+oo}

est un intervalle (éventuellement vide).
Indication. Sir € [p,q] et si f € LP N L9, introduire le réel = € [0, 1] tel que
1/r=(z/p)+ (1 —2)/q.

. On suppose que l'espace (X, F) est N muni de la tribu discrete et que m

est la mesure de comptage. Démontrer que, si J n’est pas vide, alors il n’est
pas borné.

. On suppose que la mesure m est finie. Démontrer que, si J n’est pas vide,

alors il contient le réel 1.

On suppose que l'espace (X, F) est R muni de sa tribu borélienne et que m
est la mesure de Lebesgue. Déterminer, pour chaque p € [1, co], un élément
de LP qui n’appartient a aucun L7, q # p.

Démontrer que ’application de J dans R définie par

p— log (/ !f|pdm>

est une fonction convexe.

. Démontrer que pour tout ¢ € [1, 00|,

LINL® C ﬂ P

gq<p<oo
et que, pour tout f € LIN L™,
lim [ f]lp = [[f]loc-
p—Foo

Indication. Démontrer que si 0 < a < || f]|c, alors

a < liminf || f||,.
p—o0
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2. Soit p €]1, 00| et soit p’ 'exposant conjugué de p. Soit également K une fonction
borélienne sur |0, +oo[? & valeurs positives satisfaisant les hypothéses suivantes :

- Va,y, 2 €]0, 400, 2K (zy, x2) = K(y,2);
+oo
—~ K(1,2)27YPdz = k < +o0.
0

a. Démontrer que [, K(z,1)z71/"dz = k.
b. Démontrer que la relation

+oo

Tf(x)= i K(z,y)f(y)dy

définit un opérateur linéaire continu de LP(]0,+o00[) dans lui-méme, de
norme inférieure ou égale a k.

Indication. Majorer tout d’abord |7 f(z)| en écrivant

/ 1/pp’
Y\ L/rp Y
K(l’,y) = K(xay)l/p (;) K(xay)l/p (5)

et en utilisant I'inégalité de Holder.

c. On suppose de plus que K(1,z) < 1 pour tout z > 0. Si € > 0, on pose

+o0
k. = K(1,2)z~ /g,
0

fS(‘r) = 1{x21}x_(1+6)/p7 gs(ac) = 1{:1:21}1'_

Vérifier que f. € L?(]0, +00]), g € L* (]0, +oo[), puis démontrer que pour
tout e < p/2p/,

(1+)/of

“+o00
/0 Tf(x)ge(x)dz > (ke — 20)%) 1 £llpllg=l-

En déduire que ||T|| = k.
d. Démontrer que les applications K définies par K(z,y) = 1/(z + y) et
K(z,y) = 1/max(x,y) satisfont les hypotheses ci-dessus pour tout p €

|1, +00] et calculer dans ces deux cas la norme de opérateur T' correspon-
dant. On rappelle que si o > 1, fOJrOO dz /(14 z%) = 7/asin(r/a).

Espaces d’applications linéaires bornées Soient E et F' deux espaces normés
sur le méme corps K, de normes respectives || ||z et || ||. Une application linéaire
T, de E dans F, est dite bornée si la quantité

T
|T|| = sup{||Tz||r, avec z € E et ||z||g < 1} = sup | Tz F
w0 [|z]le
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est finie.

On sait (proposition 2.23, p. 27) qu'une application linéaire est bornée si et
seulement si elle est continue et que, de plus, si F est de dimension finie, alors toute
application linéaire de F dans F' est bornée (corollaire 3.15, p. 41).

On note L(E, F') 'espace vectoriel des applications linéaires bornées de E dans
F. On vérifie aisément que application || || est une norme sur L(E, F).

Le dual topologique d’un espace vectoriel normé Dans le cas particulier ot
F = K, T'espace normé L(FE,F) s’appelle le dual topologique de E. On le note
souvent E’. C’est donc l'espace vectoriel des formes linéaires continues de F, muni
de la norme || || définie par (par exemple) :

[l =" sup [f(x)]

z€E, ||z||<1

Normes matricielles Soit M, (K) 'espace vectoriel formé des matrices n x n a
coefficients dans le corps K. Une telle matrice pouvant étre considérée de fagon
canonique comme une application linéaire de K" dans lui-méme, on peut assimiler
M, (K) a L(K",K") et définir dans M,,(K) des normes comme il a été fait plus haut :
a toute norme || || dans K", on associe la norme dans M, (K), également notée || ||,
définie par

M
|M|| = sup{||Mz||, avec x € K" et ||z|| < 1} = sup I 5’5”
=20 ||l
Cette norme s’appelle la norme matricielle subordonnée a la norme || || sur K".

Remarquons qu’elle satisfait de plus I'inégalité suivante :

VM,N € M,(K) IMNI| < [[M]| [N}

Exercices

1. Soit @ € [0,1]. Si f € Ck([0,1]), on note L(f) = f(a). Démontrer que ceci
définit une application linéaire L de Ck([0,1]) dans K. Cette application est-
elle continue si 'on munit I'espace Ck ([0, 1]) de la norme uniforme ? de la norme
|| |l 7 Dans laffirmative, préciser la valeur de la norme de T.

2. Si P =37 _, aX" est un polynome a coefficients dans K = R ou C, on note :

n

1Pl = lal.

k=1

a. Démontrer que cette relation définit une norme sur K[X].

b. Soit a € C. L’application linéaire P — P(a), de K[X] dans K, est-elle
continue si K[X]| est muni de cette norme ?
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c. Méme question pour Iapplication de K[X] dans lui-méme définie par :
P P

d. La suite (P,),en définie par :

=257

k=1
est-elle de Cauchy dans l'espace K[X]| muni de la norme || ||7 Est-elle

convergente 7

3. Si f est une fonction continue sur [0, 1], on définit la fonction 7' f, sur I'intervalle
[07 ]-]7 par:
1
f(tz)
Tf(x)= e —

a. Vérifier que T'f est continue sur [0, 1].

dt.

b. Vérifier que 'application T ainsi définie est une application linéaire continue
dans l'espace E = C([0,1]) muni de la norme uniforme. Calculer la norme
de T dans L(FE).

4. Soit K une fonction continue bornée sur [0, 1]? et soit 7' I'application de C'(]0, 1])
(muni de la norme uniforme) dans lui-méme définie par :

T(f)(x) = / " K (e, y)f()dy.

a. Démontrer que T est une application linéaire continue et donner une ma-
joration de sa norme.

b. Démontrer que pour tout entier positif n et pour tout f € C([0,1]),

n

mn TLI
7" f@)] < A" —
(ot || . || désigne la norme uniforme dans C([0, 1]) et C(]0, 1}?)).

c. Démontrer que pour n assez grand, 1" est une contraction.

5. Si f est une fonction continue sur [—1, 1], on définit le réel T'f par :

Tf:/olf(t) dt—/:f(t) dt.

Démontrer que I'application 7" ainsi définie est une forme linéaire continue sur
E = C([-1,1]) muni de la norme uniforme. Déterminer la norme de 7' dans
E’. Indication : on pourra considérer les fonctions f, définies sur [—1, 1] par :

-1 si x<-1/n

falx)=< nzx st x€[-1/n,1/n]
1 st z>1/n.
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6. Soit A une matrice 2 x 2 a coefficients complexes. On note p(A) le module de
sa valeur propre de plus grand module.

a. Soit || || une norme sur C2. On note également || || la norme qu’elle définit
dans 'espace M5(C) : si M € My(C),

M|l = sup
2eC2 240 ||l‘”

Démontrer que ||A|| > p(A).

b. On veut démontrer que pour tout € > 0, il existe une norme sur C? pour
laquelle [|A|| < p(A) + e. (Cette norme pourra dépendre de A et de €.)
Pour cela, on fixe un réel € > 0 et 'on procede de la maniere suivante :

i.

ii.

iii.

iv.

Soit x; un vecteur propre non nul de A et soit x5 un élément de C? tel
que (z1,z7) forme une base de C? (Pourquoi de tels z; et zy existent-
ils 7). Déterminer une matrice inversible U telle que la matrice U~ AU
soit triangulaire.

Pour chaque § > 0, on définit la matrice diagonale Ds suivante :

10
b (1),

Calculer les coefficients de la matrice (UD) " *A(UD) en fonction de
ceux de la matrice Ut AU.

Démontrer que si § est suffisamment petit, on a: |[|[(UD) ' A(UD)||s <
p(A) + e. On choisit un tel § dans la suite.

Si € C?, on définit :
2]l = (U Ds) "2 oo

Démontrer que 1'on définit ainsi une norme sur C? et que cette norme
définit une norme sur M,(C) pour laquelle

1Al = [(UD) " A(UD)l| < p(A) +&.

c. Il sera revu au chapitre 3 que dans I’espace vectoriel C2, toutes les normes
sont équivalentes. Ainsi, la convergence d’une suite de C? vers 0 ne dépend
pas de la norme considérée.

Démontrer I'équivalence suivante :

<Vx € C? lim A"z = O) — p(4) <L

n—oo
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2. Le vocabulaire de base de la topologie

Ce chapitre de rappels reprend le programme de topologie de deuxieme année,
en y ajoutant quelques compléments, notamment sur la notion de séparabilité.

2.1. Ouverts, fermés Dans ce qui suit, on consideére un espace métrique (E,d).

Boules ouvertes, boules fermées Si z € E et si r est un réel positif ou nul, on
note B(z,r) ={y € £ ; d(x,y) <r}et B(z,r) ={y € E'; d(z,y) <r}. L’ensemble

B(z,r) s’appelle la boule ouverte de centre x et de rayon r, et B(x,r) s’appelle la
boule fermée de centre x et de rayon r.

EXEMPLES (EXERCICES) a. Représenter dans le plan R? les boules de centre 0
et de rayon 1 correspondantes aux distances définies par les trois normes || [|1, || [|2
et || [loo-

b. Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R. Caractériser graphiquement les
fonctions g € C®([0, 1]) qui appartiennent & la boule de centre f et de rayon 1, dans
'espace £ = C%(]0, 1]), muni de la (distance définie par la) norme uniforme.

Voisinage d’un point Soit z € E. Une partie A de F est un voisinage de z si elle
contient au moins une boule ouverte non vide de centre x.

EXEMPLE La boule B(0,1) définie par la norme euclidienne || || de R? est un
voisinage du point (1/2,1/2) mais pas du point (1,0).

Ensemble ouvert Un ouvert de E est une partie de F qui est voisinage de chacun
de ses points. En d’autres termes, A est un ouvert de F si A C E et si, pour tout
x € A, il existe r > 0 tel que B(z,r) C A.

EXEMPLES (EXERCICES) Toute boule ouverte est un ouvert (utiliser I'inégalité
triangulaire). Tout intervalle ouvert de R est un ouvert de R (pour sa distance
naturelle).

Proposition 2.1 Toute intersection finie d’ouverts est un ensemble ouvert. Toute
réunion quelconque d’ouverts est un ensemble ouvert.

Démonstration. Soient Uy, ..., U, des ouverts de E et soit U leur intersection. Si
x € U, alors x appartient a tous les U; et donc tout U; est un voisinage de . Pour
chaque j < k, on peut donc choisir 7; > 0 tel que B(z,r;) C U,. Alors la boule
ouverte de centre x et de rayon r = min(ry,...,7,) > 0 est contenue dans U. Donc
U est ouvert.

Soit maintenant (U;);je; une famille d’ouverts de E et soit U leur réunion. Si
x € U, alors x appartient au moins a 1'un des ouverts U;. Cet ouvert est un voisinage
de z donc ’ensemble U qui le contient en est un aussi. Donc U est un voisinage de
chacun de ses points; c¢’est donc un ensemble ouvert. [
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EXEMPLE Si I,, =|1/3n,1/2 + 1/n], alors I'ensemble U,en+1,, =0, 3/2] est bien
un ouvert. Par contre, 'ensemble N,en+1I,, =]1/3,1/2] n’est pas ouvert car il n’est
pas un voisinage de 1/2.

Ensemble fermé Une partie de E est dite fermée si son complémentaire est ouvert.

EXEMPLES (EXERCICES) Toute boule fermée est un fermé. Tout intervalle fermé
de R est un fermé de R (pour sa distance naturelle).

Proposition 2.2 Toute intersection de fermés est un ensemble fermé. Toute réu-
nion finie de fermés est un ensemble fermé.

Il suffit pour s’en convaincre de passer au complémentaire dans la proposition
2.1.

Intérieur
— Un point x est dit intérieur a une partie A de E si A est un voisinage de z,
c’est-a-~dire §’il existe r > 0 tel que B(z,r) C A.
— L’intérieur d'une partie A de E est ’ensemble des points intérieurs a A :

z € Int(A) & 3Ir >0 B(z,r) C A

Proposition 2.3 Soit A une partie de E. L’intérieur de A est un ensemble ouvert.
Plus précisément, c’est le plus grand ouvert contenu dans A.

Démonstration. Vérifions que I'intérieur de A est ouvert. Si x est un point intérieur
a A, alors par définition il existe une boule ouverte non vide B = B(x,r) qui est
contenue dans A. Or cette boule est un ensemble ouvert, et par conséquent un
voisinage de chacun de ses points. Donc tout point de B est intérieur a B, et donc
a A puisque B C A. En d’autres termes, B(z,r) C Int A. Donc A est ouvert.

Soit maintenant U un ouvert de E contenu dans A et soit z € U. L’ensemble U
étant ouvert, il existe r > 0 tel que B(x,r) C U et donc tel que B(z,r) C A. Par
conséquent, v € Int Aet U C Int A. O

La proposition ci-dessus entraine simplement les deux faits suivants :
1. Une partie de E est ouverte si et seulement si elle est égale a son intérieur.
2. Pour toute partie A de E, on a Int(Int A) = Int A.

EXEMPLE (EXERCICE) Si la distance d provient d’une norme, en d’autres termes
si E est un espace vectoriel normé, I'intérieur de la boule fermée B(a,) est égal &
la boule ouverte B(a,r). Dans le cas général, ceci est faux : considérer par exemple
le cas de la distance discrete.
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Adhérence Un point z de E est dit adhérent a une partie A de E si tout voisinage
de x rencontre A, c’est-a-dire si

Ve>0 B(x,e)NA#0.

Ainsi, x est un point adhérent a A si et seulement s’il n’est pas un point intérieur
au complémentaire de A.

Par définition, I’adhérence d’une partie A de E est I'ensemble de ses points
adhérents. Cet ensemble est noté A. Ainsi, adhérence de A est égal au complémen-
taire de U'intérieur de E'\ A. Cette remarque permet de prouver simplement a partir
de la proposition 2.3 le fait suivant

Proposition 2.4 Soit A une partie de E. L’adhérence de A est un ensemble fermé.
Plus précisément, c’est le plus petit fermé qui contient A.

On en déduit notamment qu'une partie de E est fermée si et seulement si elle est
égale a son adhérence et, qu’en général, si A C F, alors A = A.

EXEMPLE (EXERCICE) Si la distance d provient d’une norme, en d’autres termes
si E est un espace vectoriel normé, I'adhérence d’une boule ouverte B(a,r), avec
r > 0, est égal a la boule fermée B(a,r). Dans le cas général, ceci est faux.

EXERCICE : DISTANCE A UN ENSEMBLE Si A est une partie de E et x un point
de E, on définit la distance de x a A par

d(w, 4) = inf d(z. ).

Démontrer que d(x, A) = 0 si et seulement si v € A.
Si A et B sont deux parties de E, on définit la distance de A a B par

A4.B) = infdo B) = dly. A) = (e )

Vérifier que les deux égalités de droite sont bien exactes, puis montrer un exemple
de deux fermés A et B de R? qui n’ont aucun point en commun et pour lesquels
d(A, B) = 0. Démontrer qu’il faut pour cela que ni A ni B ne soient bornés. (La
connaissance du cours sur la compacité est nécessaire pour traiter cette derniere
question.)

Frontiere d’un ensemble On appelle frontiere de la partie A de E I'ensemble
Fr(A) = A\ Int A.

EXEMPLE Dans l'espace E = [0,1] U [5,6] muni de la distance naturelle, la
frontiere de I'ensemble A = [0, 1] est vide.

EXERCICE Démontrer que si A C E, la frontiere de A est égale & ANE\ A.
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2.2. Sous-ensembles denses, espaces séparables Une partie D de E est dite
dense dans E si son adhérence est égale a F, c’est-a-dire si, pour tout z € E et tout
e >0, il existe y € D tel que d(z,y) < e.

EXEMPLES Q est dense dans R ; Q™ est dense dans R™.

Théoréme 2.5 (Weierstrass) L’ensemble des fonctions polynémiales de [0,1] a
valeurs dans R est dense dans lespace C*([0,1]) muni de la norme uniforme.

Nous proposons ici une démonstration a titre d’exercice. On pourra trouver une
autre démonstration de ce théoreme a la page 38. Une autre démonstration consiste
a déduire ce théoreme du théoreme de Fejér |, ce qui est assez rapide, si I’'on suppose
connu le théoreme de Fejér. Cette application du théoreme de Fejér est présentée en
page 140 du cours de mathématiques spéciales, vol. 4, par E. Ramis, C. Deschamps
et J. Odoux.

1. Soit (¢, )nen une suite de fonctions continues de R dans R a valeurs positives
ou nulles satisfaisant les propriétés suivantes :

— pour chaque entier n, [ ¢,(z)dz =1;
R
— pour tout € > 0, liril ¢n(x)dr =0 (ou |.| désigne une norme sur R).
P jelze
(Une telle suite (¢,,) s’appelle une suite de Dirac.) Soit f une fonction continue

et bornée sur R. Démontrer que la suite (¢, * f) converge vers f uniformément
sur tout compact de R.

On rappelle que la fonction ¢, * f est définie par

(6o % () = / bu(0) f ( — y)dy = / bulr — ) f (y)dy.

1
2. Soient, pour chaque entier naturel n, ¢, = / (1 — 2*)"dx et ¢, la fonction de

1
R dans R définie par

L1 -2 s x| <1;

On(r) = { 6n sinon.

a. Démontrer que la suite (¢,) satisfait les hypotheses de la question précé-
dente.

b. Soit f une fonction continue sur [0, 1], vérifiant f(0) = f(1) = 0. Démontrer
que, si f est le prolongement de f par 0 en dehors de [0, 1], ¢, * f coincide
sur [0, 1] avec une fonction polynémiale.

c. En déduire que toute fonction continue sur [0,1] est limite uniforme sur
[0, 1] d’une suite de fonctions polynomiales.
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Théoréme 2.6 (Fejér) L’ensemble des polynomes trigonométriques est dense dans
Uespace CX des fonctions continues 2w-périodiques de R dans C, muni de la norme
uniforme.

Nous rappelons qu'un polynome trigonométrique est une fonction de R dans C qui
s’écrit sous la forme d’'une combinaison linéaire de fonctions de la forme z + e™®,
avec n € Z. La démonstration de ce théoreme est une conséquence directe du resultat
plus précis suivant.

Lemme 2.7 Soit f une fonction continue et 2m-périodique de R dans K. Soient
cn(f) les coefficients de Fourier complezes de f. On note, pour n € N et m € N*,

Sp(x) = Z et = % Z i

Alors la suite de fonctions (Rpy,(x))men+ converge uniformément sur R vers f.

Démonstration. Notons tout d’abord D,, et K, les fonctions définies par

= Z e*r K (r) = % D, (z).

k=—n n=0

Un calcul simple montre que, pour tout m € N*, on a K,,(2km) = m pour tout
k € Z et que pour tout x ¢ 277,

(%) Ko (z) = 1 — cosmx

n(l—cosx)

Les fonctions D,, et K,, s’appellent, respectivement, les noyaux de Dirichlet et de
Fejér. On vérifie aisément que, si f est une fonction continue 27-périodique de R
dans R, on a, avec les notations du théoreme : S, = D, x f et R,, = K,, x f, ou la
notation * désigne le produit de convolution de deux fonctions 27-périodiques : si
h g S 027'('7

hegle) =5 [ b=y

—T

I1 nous faut donc étudier la convergence de la suite (K, * f— f)men. Nous noterons
dans la suite || || la norme uniforme sur R. Il est aisé¢ de vérifier que [7_ K, (y)dy = 1.
Ainsi, pour tout z € R,

(o # )2 / K, —y)— f(a))dy.
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Soit € > 0. La fonction f étant continue et 2m-périodique sur R, elle est uniformément
continue sur R. Il existe donc 7 > 0 tel que, pour tous x,y € R tels que |z —y| < n,

on a |f(z) — f(y)] < /2. Ainsi,
(Ko * )(2) — f(z)] < / K@)z — ) — F(0)ldy
{n<|y|<w}

K, o) — )
+/{0§y|§n} W) f(x—y) — f(x)|dy

21 €
< Uflg ks [ Ky
m(l —cosn) 2 Jiocpy<n
27 €
< 2 _— .
- Hf“m(l—cosn) * 2

On voit donc que, pour tout m > 8x||f||/(e(1 — cosn),

ce qui démontre le théoreme. 0

EXERCICE L’ensemble D est dense dans E si et seulement si tout ouvert non
vide de E rencontre D.

EXERCICE Soit cgy I'ensemble des suites réelles presque nulles (c’est-a-dire les
suites dont seul un nombre fini de termes n’est pas nul) et soit ¢y ’ensemble des
suites réelles qui tendent vers 0. Démontrer que cqg est dense dans /P pour tout
p € [1, 00[, ainsi que dans I'espace ¢, muni de la distance définie par la norme || |-
Démontrer également que ni cqg, ni ¢y ne sont denses dans £°°.

EXERCICES

1. Démontrer que G L, (K) est dense dans M,,(K). (C’est de plus une partie ouverte
de M, (K) - voir plus loin.)

2. a. Démontrer que C¥(R") est une partie dense de Ci(R"™) muni de la norme
uniforme.

b. Démontrer que CX(R™) n’est pas une partie dense de Cf*(R™).

Définition 2.8 Un espace métrique est dit séparable s’il contient une partie dénom-
brable dense.

EXEMPLES ET EXERCICES
1. R est séparable.

2. Si F est séparable, alors, pour tout n € N, I'espace £ muni de la distance
produit est séparable.
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3. L’espace C%([0, 1]) muni de la norme uniforme est séparable (utiliser le théoréme
de Weierstrass).

4. Les espaces (P, pour tout p € [1, o[, sont séparables.
5. L’espace ¢y muni de la norme || ||« est séparable.

6. Un espace métrique (FE,d) est dit précompact si, pour tout € > 0, il existe un
entier N € N et des points x1,...zy, tels que

N

A= U B(xp,€).

n=1

Démontrer que tout espace précompact est séparable.

Proposition 2.9 Si X est un espace métrique séparable et si' Y est une partie de
X, alors Y est séparable (pour la distance induite).

Démonstration. Soit (x,) une suite dense dans X. On pose
U={(n,p) € NxN*t.q. B(z,,1/p)NY # 0}

Pour chaque (n,p) € U, on choisit z,,, un point de B(x,,1/p) NY. Montrons alors
que la famille D = {z,,, (n,p) € U} (qui est bien sir dénombrable) est dense dans
Y. Soient pour cela z € Y et € > 0. Soit p un entier tel que 1/p < £/2; il existe
certainement un entier n € N tel que d(z, z,,) < 1/p. Mais alors z € B(z,,1/p)NY;
donc (n,p) € U et d(x,x,,) <2/p<e. O

Proposition 2.10 Si E est séparable, alors toute famille d’ouverts de E deux a
deux disjoints est dénombrable.

Démonstration. Soit (x,,)nen une partie dénombrable dense de E et soit (U;),;es une
famille d’ouverts de E deux a deux disjoints, que 'on peut choisir tous non vides.
Pour chaque j € J, 'ouvert U; rencontre certainement l'ensemble D = {z,},en.
Soit n(j) le plus petit des entiers n pour lesquels z,, € U;. Comme les ouverts U;
sont deux a deux disjoints, un point x, ne peut appartenir qu’a un seul des Uj.
Donc P'application j — n(j) est une injection de J dans N. Ceci montre que J est
dénombrable. 0O

EXERCICE Démontrer que ’espace > n’est pas séparable.
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2.3. Distances topologiquement équivalentes, normes équivalentes Soient
d et d' deux distances définies sur un ensemble E. On dit que d et d’ sont topo-
logiquement équivalentes si elles définissent les mémes ouverts, c’est-a-dire si tout
ouvert de l'espace métrique (F,d) est un ouvert de (F,d’) et réciproquement.

EXEMPLE (EXERCICE) Démontrer que la distance définie dans R par
d(x,y) = | Arctg x — Arctgy|

est équivalente a la distance naturelle (définie par la valeur absolue).

Soient N et N’ deux normes sur un espace vectoriel £. On dit que N et N’ sont
équivalentes §’il existe deux constantes a, 5 > 0 telles que

(%) Vee E aN(z) < N'(z) < BN(z).

Proposition 2.11 Deux normes sont équivalentes si et seulement si elles définis-
sent des distances topologiquement équivalentes.

Démonstration. Supposons que deux normes N et N’ satisfont la condition (x).
Alors, pour tout point z € E, la boule ouverte centrée en x et de rayon r > 0 pour
la norme N contient la boule ouverte de centre x et de rayon ra pour la norme N'.
Ceci montre que tout voisinage de x pour la norme N est un voisinage de x pour
N’ et donc que tout ouvert pour la norme NN est un ouvert pour la norme N’. Par
symétrie, on en déduit que les deux normes définissent les mémes ouverts.

Supposons maintenant que les deux normes définissent les mémes ouverts et soit
B la boule unité ouverte de 'espace E pour lanorme N’ : B={x € E t.q. N'(z) <
1}. Puisque I'ensemble B est ouvert pour la norme N’ il I'est aussi pour la norme
N. C’est donc un voisinage de 0 pour la norme N. Par conséquent, il existe 3 > 0
tel que la boule de centre 0 et de rayon 3 pour la norme N soit contenue dans B,
c’est-a-dire telle que

{reEtq N()<p}cCc{reFE tqg N'(z)<1}.

On voit alors que, pour tout z € E, /(26N (z)) € B et donc, par homogénéité de la
norme N’, N'(z) < 28N (x). Les roles de N et de N’ étant symétriques, ceci montre
que ces deux normes sont équivalentes. 0

EXEMPLE (EXERCICE) Il est aisé de vérifier que les trois normes || [|1, || ||2 et

|| lloo sont équivalentes sur R%. En fait, on sait toutes les normes sont équivalentes
dans R™ (théoreme 3.12, p. 39).
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2.4. Suites convergentes On dit qu’une suite (x,),en de points de E converge
vers un point x de E si, pour tout voisinage V' de z, il existe un rang N € N a partir
duquel tous les termes de la suite appartiennent a V. Cela peut s’écrire de fagon
équivalente sous la forme suivante :

Ve >0 IN €N tel que Vn > N d(z,,z) < €.

Remarquons que la suite (z,).en tend vers z si et seulement si la suite de réels
positifs (d(z, z,))nen tend vers 0. On dit que x est la limite de la suite (z,)nen €t
I’on écrit

r= lim z,.
n—-+o0o

Proposition 2.12 (Unicité de la limite) Si la suite (x,)nen converge vers x et
vers y, alors x =y.

Démonstration. Pour démontrer que x = y, il suffit de montrer que, pour tout
e >0, d(z,y) < e. (En effet, si tel est le cas, on a d(z,y) = 0 et donc x = y puisque
d est une distance.) Soit pour cela € > 0 et soient N, N’ € N tels que, pour tous
n>Netn >N dx,,x) <e/2, dx,,y) < e/2. Soit maintenant n > N, N'. Alors
d(z,y) < d(z,z,) +d(z,,y) <e. O

Proposition 2.13 Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques et soient (x,,)nen
et (Yn)nen deux suites de points de, respectivement, E et F. La suite (Zy, Yn)nen
converge vers (x,y) dans l'espace E X F muni de la distance produit si et seulement
st limy, oo x, = 2 et lim,_ oo ¥, = ¥.

La démonstration est laissée en exercice.

Bien entendu, ce résultat se généralise de maniere évidente a tout produit fini
d’espaces métriques.

Caractérisation des voisinages et des points adhérents par les suites con-
vergentes

Proposition 2.14 Soit A une partie de E.

1. L’ensemble A est un voisinage du point x € E si et seulement si toute suite qui
converge vers x a tous ses termes dans A a partir d’un certain rang.

2. Un point x de E est adhérent a A si et seulement si il existe une suite de points
de A qui converge vers x.

EXERCICE

1. Soit E un espace métrique. Démontrer que CF(E) est une partie fermée de
I'espace F,(E,K) muni de la norme uniforme.
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2. Démontrer que CL(E) est une partie fermée de l'espace CX(E) muni de la
norme uniforme, mais que CX(E) ne l'est pas en général.

3. Démontrer que C(R,K) est une partie fermée de I'espace F(R,K) muni de la
distance de la convergence uniforme sur tout compact.

4. Démontrer que CX(R) est une partie dense de C¥(R) (fonctions continues de
R dans K) muni de la distance de la convergence uniforme sur tout compact.
En déduire que aucun des trois espaces CX(R), CX(R) et CX(R) n’est une
partie fermée de C¥(R) muni de la distance de la convergence uniforme sur
tout compact.

Proposition 2.15 Si deux distances sont équivalentes, elles définissent les mémes
suites convergentes.

Démonstration. Si les deux distances sont équivalentes, elles définissent les mémes
ouverts et, par conséquent, les points de E ont les mémes voisinages pour les deux
distances. Donc toute suite qui converge pour une des deux distances converge aussi
pour 'autre. 0O

CONTREXEMPLE (EXERCICE) Pour tout f € C([0,1]), on note :

i = (1ot = ([ 1o @) "

Vérifier que ces deux relations définissent des normes || ||; et || ||2 sur C([0,1]) qui
ne sont ni équivalentes entre elles, ni équivalentes avec la norme uniforme.

Suites extraites, valeurs d’adhérence Une suite eztraite (ou sous-suite) d'une
suite donnée (2, )nen est une suite de la forme (2, Jken, Ol (ng)ren est une suite
strictement croissante d’entiers. Une telle suite k& — n; peut étre aussi considérée
comme une fonction ¢ strictement croissante de N dans N. La suite extraite (x,, )
peut alors étre notée (x4 )ren. Comme par ailleurs la fonction ¢ est caractérisée
par son image A = ¢(N) (sin € N, ¢(n) est le (n+ 1)-ieme terme de A pour 'ordre
naturel de N), la suite extraite (z4(x))ren est déterminée par I'ensemble infini A et
on la note aussi (,)nea. On utilisera dans la suite ces trois notations.

On dit que le point = est une valeur d’adhérence de la suite (z,)nen 8'il existe
une suite extraite de (z,)n,en qui converge vers z.

Remarquons qu’une suite convergente admet une valeur d’adhérence et une
seule : sa limite. Mais attention : une suite qui n’a qu’une valeur d’adhérence ne
converge pas nécessairement . Par exemple, 0 est la seule valeur d’adhérence dans
R de la suite réelle (u,) définie par u, = (1 + (—1)")n et pourtant cette suite ne
converge pas dans R.

1. sauf si E est compact, voir page 31
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EXERCICE Démontrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite (z,,)nen
est égal a ﬂ {zg, k> n}.
neN
EXERCICE (PAS FACILE) Démontrer que tout point du cercle unité de C est
valeur d’adhérence de la suite (z,,)nen définie par z,, = ™

2.5. Continuité

Limite d’une fonction en un point Soit f une fonction d’un espace métrique
(E,d) dans un espace métrique (F,d). On dit que f(z) admet pour limite le point
b € F lorsque x tend vers le point a € E si I'image réciproque par f de tout voisinage
de b est un voisinage de a. On note alors lim,_,, f(x) = b.

Proposition 2.16 On a :lim, ., f(z) = b si et seulement si

(%) Ve>0 3n>0 tel que Ve € E d(z,a) <n=6(f(x),b) <e.

Démonstration. Supposons que lim, ., f(z) = b et soit ¢ > 0. La boule de F,
B = B(b,¢), est un voisinage de b et donc f~'(B) est un voisinage de a. Cela
signifie qu’il existe une boule centrée en a contenue dans f~'(B). En d’autres termes,
il existe n > 0 tel que B(a,n) C f~Y(B), c’est-a-dire tel que, pour tout x € E,
d(z,a) < n = §(f(x),b) < e. Supposons réciproquement que la condition (%) est
satisfaite et soit V' un voisinage de b. Par définition d’un voisinage de b, on peut
choisir ¢ > 0 tel que B(b,e) C V. Soit alors n > 0 tel que, pour tout z € FE,
d(z,a) <n = 6(f(x),b) < e. Pour tout z € B(a,n), on a donc f(z) € V. Donc
B(a,n) C f~1(V), ce qui démontre que f~(V) est un voisinage de a. 0

Proposition 2.17 On a :lim, ., f(x) = b si et seulement si l'image par [ de toute
suite de E qui converge vers a est une suite de F' qui converge vers b.

Démonstration. Supposons que lim, ., f(z) = b
qui converge vers a. Pour démontrer que la suite (f
e > 0. Choisissons ensuite n > 0 tel que f(B(a,n))
existe N € N tel que, pour tout n > N, d(a,x,) <

(f(zn),b) <e.

Supposons réciproquement que f(x) n’admet pas pour limite b quand z tend vers
a. Nous allons alors construire une suite de £ qui converge vers a et dont l'image par
f ne converge pas vers b. Si f(x) n’admet pas pour limite b quand x tend vers a, alors
il existe € > 0 tel que, pour tout n > 0, il existe z € B(a,n) tel que f(x) & B(b,e).
Soit, pour chaque n € N, z,, un point de B(a, 1/n) tel que f(x,) & B(b,¢). La suite
(Zn)nen tend vers a mais son image par f, la suite (f(z,))nen, ne tend pas vers b.
I

et soit (z,)neny une suite de E
() )nen converge vers b, fixons
C B(b,¢). Puisque limz,, = a, il
7. Mals alors, pour tout n > N,
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Applications continues Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques. Une ap-
plication f de E dans F est dite continue au point a € F si lim,_., f(z) = f(a).

Des résultats précédents, on déduit les trois caractérisations suivantes de la conti-
nuité de 'application f au point a :

Proposition 2.18 L’application f est continue en a si et seulement si ['une des
trois propriétés suivantes est satisfaite :

1. limage réciproque par f de tout voisinage de f(a) est un voisinage de a ;

2. Ve >0 In>0 tel que Vo € E d(z,a) <n=96(f(x), f(a)) <& (%)

3. limage par f de toute suite de E qui converge vers a est une suite de F' qui
converge vers f(a).

EXERCICES Etudier la continuité en (0,0) des fonctions f, g et h définies sur R?
par £(0) = g(0) = h(0) = 0 et, pour (z,y) # (0,0),

o3+ 3 2%y

1
x,Y) = ——=, g(r,y) =zysin| —— |, h(r,y) = ——.
f(@,y) e g(z,y) = xy (x2+y2> (z,y) T
Composition d’applications continues

Proposition 2.19 Soient (E,d), (F,d) et (G,0) trois espaces métriques. Si f est
une fonction de E dans F continue au point a € E, et si g est une application
continue de F' dans G continue en f(a), alors Uapplication g o f est continue en a.

La démonstration est laissée en exercice.

Applications continues sur tout ’espace L’application f est dite continue sur
E si elle est continue en tout point de E.

On dit qu'une application f de E dans F' est lipschitzienne s’il existe une
constante L > 0 telle que, pour tous z,y € E, 0(f(x), f(y)) < Ld(x,y) (la constante
L étant appelée rapport de Lipschitz de f).

Proposition 2.20 Toute application lipschitzienne de E dans F' est continue sur
E.

La démonstration, tres simple, est laissée en exercice.
Les résultats des exercices 1 et 2 sont a connaltre.

EXERCICE 1 Démontrer que toute application linéaire de I’espace vectoriel normé
K", muni par exemple de la norme || ||;, dans un espace vectoriel normé F'; est lip-
schitzienne, et donc continue. (Comme on le verra plus loin, dans un espace vectoriel
de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Ce résulat ne dépend donc
pas de la norme choisie sur K".)
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En particulier, les projections p; : K" — K, x = (24)1<k<n — x; sont des
applications continues.

EXERCICE 2 Soit E un espace vectoriel normé sur le corps K. Démontrer que les
applications suivantes sont continues. s : ExE — E, (z,y) — z+y;p : KxXxE — E,
(Ax)—Ax; N - E—R, x|z

Tout ceci entraine notamment, grace a la proposition 2.19, que toute application
polynomiale de K" dans K est continue (puisqu’une telle application est une somme
de produits de diverses fonctions p;). En particulier, 'application qui & une matrice
n X n associe son déterminant est une application continue de M, (K) (assimilé par
exemple & K**) dans K.

EXERCICE 3 Soit a un point de E. Démontrer que 'application x +— d(z,a) est
lipschitzienne de rapport 1. Plus généralement, soit A une partie de E. Démontrer
que l'application = — d(z, A) est lipschitzienne de rapport 1.

EXERCICE 4 Si z et y sont deux réels tels que z # y, on pose

COST — COSY
flay) = ————.
r—Yy

Existe-t-il une fonction continue sur R? qui coincide avec f sur 'ensemble R? \
{(z,y) e R%z # y}?
Caractérisation de la continuité par les ouverts, les fermés

Proposition 2.21 Une application f, de E dans F', est continue sur E si et seule-
ment si l'image réciproque par [ de tout ouvert de F' est un ouvert de E, ou encore
si et seulement si ['image réciproque par f de tout fermé de F' est un fermé de E.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la propriété relative aux ouverts
et celle relative aux fermés sont équivalentes : il suffit pour s’en apercevoir de
passer aux complémentaires. Supposons maintenant que f est continue et soit U
un ouvert de F'. Il faut montrer que f~*(U) est voisinage de chacun de ses points.
Soit x € f~!(U). Comme U est un ouvert qui contient z, c’est un voisinage de
f(z) et donc, puisque f est continue en z, f~1(U) est un voisinage de x. Supposons
réciproquement que l'image réciproque par f de tout ouvert de F' est un ouvert de £
et soient a un point de E et U un voisinage de f(a). Il faut démontrer que f~1(U) est
un voisinage de a. Puisque U est un voisinage de f(a), on peut choisir un réel ¢ > 0
tel que la boule B = B(f(a),¢) soit contenue dans U. Cette boule étant ouverte,
son image réciproque par f est un ouvert qui contient a. C’est donc un voisinage de
a. Puisque f~%(B) C f~'(U), ce dernier ensemble est aussi un voisinage de a. 0

Corollaire 2.22 Sid et d’ sont deux distances équivalentes sur E, et §, 0" sont deux
distances équivalentes sur F', alors toute application continue de (E,d) dans (F,0)
est aussi continue de (E,d") dans (F, ).
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La partie la plus utile de la proposition 2.21 est la condition nécessaire. Elle
fournit notamment un outil tres efficace pour démontrer que certains ensembles
sont ouverts ou fermés.

EXEMPLES (EXERCICES)

1. Si f est une fonction continue de E dans R, alors f~({0}) est une partie fermée
de F.

2. L’ensemble des matrices inversibles n x n a coefficients dans K est une partie
ouverte de M, (K) (muni de la norme que 'on voudra).

3. Soit a € [0,1]. L’ensemble des fonctions f € C%([0, 1]) telles que f(a) = 0 est
une partie fermée de C*¥([0, 1]) muni de la norme uniforme. Mais ce n’est pas
une partie fermée de C*(]0, 1]), pour la norme || ||, avec p =1 ou 2.

4. Les ensembles des matrices a coefficients réels n x n, symétriques, orthogonales,
diagonales, triangulaires, sont des parties fermées de M, (R).

5. Si f est une application continue de E dans F', alors le graphe de f est une
partie fermée de £ x F' muni de la distance produit.

Homéomorphismes Une application de E dans F' est un homéomorphisme si elle
est continue, bijective et si sa fonction réciproque est également continue.

Ainsi, un homéomorphisme de E dans F' définit une bijection entre ’ensemble
des ouverts de E et I’ensemble des ouverts de F'.

S’il existe un homéomorphisme entre deux espaces métriques, ces deux espaces
sont dits homéomorphes.

EXEMPLES (EXERCICES)

1. Démontrer que I'application (a,b) +— a + ib est un homéomorphisme de R?,
muni de la norme euclidienne, dans C, muni de sa topologie naturelle.

2. Démontrer que l'application arctangente est un homéomorphisme de R (la
droite réelle achevée) sur 'intervalle fermé [—m/2,7/2].

ra vu utr xem métriqu méomor n ra-
Il sera d’autres exemples d’espaces mét es homéomorphes dans le para
graphe consacré aux espaces compacts.

Continuité des applications linéaires. Norme d’une application linéaire
continue

Proposition 2.23 Soient E et F' deuz espaces vectoriels normés. Une application
linéaire de E dans F' est continue si et seulement si elle satisfait ['une des propriétés
suvantes

1. f est continue en O ;

2. f est bornée sur la boule unité B(0,1) de E ;

3. il existe un réel M > 0 tel que, pour tout x € E, on ait : ||f(x)| < M|z|;
4. f est lipschitzienne.
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Si c’est le cas, le réel || f|| = sup,epoq) 1f ()| s’appelle la norme de f.

On vérifie sans peine que 'application f — ||f]| ainsi définie est une norme sur
I'espace vectoriel L(FE, F') formé des applications linéaires continues de F dans F'.

Démonstration. 11 est tout d’abord tres simple de vérifier que les propriétés 2. a 4.
sont équivalentes : si f est bornée sur la boule unité par le réel M > 0, alors, pour
tout x € E\{0}, f(x) = f(z/||z]])||z|| et donc, puisque le vecteur x/||x| appartient a
la boule unité, || f(z)| < M||z||. Si z = 0, cette inégalité est bien sur toujours vraie.
Si maintenant y, z sont deux points de E, on a || f(y)—f(2)|| = ||f(y—2)|| < M|ly—=z||
et f est lipschitzienne. Si réciproquement f est lipschitzienne de rapport M, alors,
pour tout = € B(0,1), on a || f(x)|| = || f(z) — f(O)|| < M||x — 0| < M, donc f est
bornée sur la boule unité.

Puisque toute fonction lipschitzienne est continue, la seule chose restant a dé-
montrer est que si f est continue en 0, alors elle est bornée sur la boule unité
de E. Or, si f est continue en 0, il existe n > 0 tel que, pour tout = € B(0,n),
IIf(x) — f(0)]| < 1, ou encore ||f(x)| < 1. Par conséquent, si x € B(0,1), alors
IIf ()] = 1/ f(nx)|| < 1/n. Donc f est bornée par 1/n sur la boule unité. [

EXERCICE 1 On munit l'espace £ = R[X] de la norme définie par

Pl = P(x)|.
1Pl = mas |P(a)

Démontrer que la forme linéaire ¢ définie sur E par ¢ : P — P(2) n’est pas continue.

EXERCICE 2 : LES HYPERPLANS D'UN ESPACE VECTORIEL NORME Soit ¢ une
forme linéaire sur un espace vectoriel normé E.

1. Démontrer que ¢ est continue si et seulement si son noyau est une partie fermée
de E.

2. Démontrer que, si ¢ n’est pas continue, alors son noyau est une partie dense
de E. (On pourra commencer a démontrer que 'adhérence de tout sous-espace
vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de E.)

3. Démontrer que tout hyperplan de F est soit fermé, soit dense dans F.

On rappelle qu’un hyperplan de E est, par définition, le noyau d’une forme linéaire
non nulle sur E. On rappelle aussi qu'un sous-espace strict de E est un hyperplan
si et seulement si le seul sous-espace vectoriel de E qui le contient strictement est
I’espace E lui-méme.

Applications uniformément continues On sait qu’'une application f de £ dans
F' est continue sur E si

Vae E, Ve>0 dn>0 tel que Ve € E d(z,a) <n=0(f(z), fla)) <e.



Le vocabulaire de base de la topologie 29

Elle est dite uniformément continue sur E si le réel n > 0 ne dépend pas du point
a choisi, mais seulement de €, en d’autres termes si

Ve >0 dn>0 tel que Va,y € E d(x,y) <n=45(f(x), f(y)) <e.

Par exemple, toute application lipschitzienne de F dans F' est uniformément
continue. On rappelle (théoreme de Heine) que toute fonction continue définie sur
un segment [a,b] de R est uniformément continue sur ce segment. (Il sera vu plus
loin une généralisation de ce théoreéme - cf. p. 36.)

EXERCICE : Donner un exemple d’application continue qui n’est pas uniformé-
ment continue.

EXERCICE : LE MODULE DE CONTINUITE UNIFORME Soit f une fonction de E
dans F. On définit la fonction ¢ de [0, +oo] dans [0, +oc] par ¢(0) = 0 et, pour
t >0,

¢(t) = sup{0(f(x), f(y)), avec x,y € Eetd(x,y) <t}.

Démontrer que f est uniformément continue sur E si et seulement si la fonction ¢
est continue en 0. Si c’est le cas, ¢ s’appelle le module de continuité uniforme de f.
Vérifier par ailleurs que f est lipschitzienne si et seulement si il existe L > 0 tel que
o(t) < Lt pour tout t > 0.
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3. Compacité

La notion de compacité, 'une des plus importantes en analyse, fut introduite
pour la premiere fois par M. Fréchet en 1904. L’intention de ce dernier était de
généraliser le théoreme, du a Weierstrass, selon lequel toute fonction continue définie
sur un intervalle fermé et borné de R y atteint au moins une fois son maximum. Le
probleme était alors de savoir par quoi remplacer I’hypothese “fermé et borné” pour
que ce théoreme soit vrai pour des fonctions continues définies sur des espaces plus
généraux que R.

3.1. Propriétés de Borel-Lebesgue et de Bolzano-Weierstrass Soit (F,d) un
espace métrique. Une partie A de F est dite compacte si elle satisfait la propriété de
Borel-Lebesgue

de tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un recouvrement fini,

c’est-a-dire, plus formellement, que, si (U;);en est une famille d’ouverts dont 1'union
contient A, alors il existe une partie finie Jr de J telle que Ujec 5, U; D A. Par passage
au complémentaire, on voit que la propriété de Borel-Lebesgue peut s’écrire sous la
forme équivalente suivante :

de toute famille de fermés de E dont [’intersection ne rencontre pas A, on
peut extraire une famille finie dont ['intersection ne rencontre pas A.

De cette caractérisation des espaces compacts on déduit immédiatement ceci :

Proposition 3.1 Si E est compact, alors toute suite décroissante de fermés non
vides de E a une intersection non vide.

Démonstration. En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait une suite finie et
décroissante de fermés non vides de E dont l'intersection serait vide, ce qui est
absurde. [

(C’est par cette propriété que Fréchet définit la notion d’espace (métrique) com-
pact dans son premier article de 1914.)

EXERCICES
1. a. Démontrer que tout compact est précompact (cf. p. 20) et donc séparable.

b. Donner un exemple d’espace métrique précompact non compact. (Il sera vu
au théoreme 4.7, p. 48 qu’un tel espace ne peut pas étre complet.)

2. On munit un ensemble E de la distance discrete. Démontrer qu'une partie de
E est compacte si et seulement si elle est finie.

3. Démontrer qu’'une union finie de compacts est un compact.

Théoréeme 3.2 Une partie A de E est compacte si et seulement si elle satisfait la
propriété de Bolzano-Weierstrass
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toute suite d’éléments de A admet au moins une valeur d’adhérence dans
A,

c’est-a-dire si de toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite qui
converge vers un élément de A.

Démonstration. Supposons A compact et soit (x,),en une suite d’éléments de A.
On sait que ’ensemble des valeurs d’adhérence de cette suite est S = N,enS,, avec,
pour n € N, S, = {zg, k> n}. Si AN S était vide, alors, par la propriété de Borel-
Lebesgue, il existerait un entier ny € N tel que AN ﬂngno S, = 0, ce qui n’est pas
possible car I’ensemble ﬂngno Sp, = Sy, contient en particulier tous les termes xy,
avec k > ng, qui appartiennent a A.

Supposons réciproquement que la propriété de Bolzano-Weierstrass est satisfaite
et soit (U;) ey un recouvrement de A par une famille d’ouverts de £. Nous montrons
tout d’abord lexistence d'un € > 0 tel que, pour tout a € A, la boule B(a,¢) est
contenue dans au moins un ouvert U;. Si ce n’est pas le cas, alors, pour tout n € N,
il existe un point a,, € A tel que la boule B(a,,1/n) ne soit contenue dans aucun
ouvert Uj;. Soit alors a € A une valeur d’adhérence de la suite (a,,)nen et soit jo € J
tel que a € Uj,. L’ensemble U}, est ouvert, donc il existe > 0 tel que B(a,n) C Uj,.
D’apres la définition d’une valeur d’adhérence, il y a une infinité de termes a,, dans la
boule B(a,n/2). 1l existe donc en particulier au moins un entier ng > 2/n pour lequel
an, € B(a,n/2). Mais on voit qu’alors B(ay,, 1/ng) C U,,, ce qui contredit ce qui est
dit plus haut. L’existence de notre parametre ¢ > 0 est ainsi démontrée. Choisissons
maintenant un tel . Il ne reste plus qu’a montrer que A peut étre recouvert par un
nombre fini de boules B(ay,¢), ..., B(a,,€), avec ay, ..., a, € A. (En effet, si, pour
chaque k£ < n on choisit i, € J tel que aj, € Uj,, on aura bien J, ., U;, D A.) Si
ce n’est pas le cas, on peut construire par récurrence une suite (c;n);eN d’éléments
de A tels que, pour tout n € N, a, € A\ UyZ| B(ay, ). En particulier, on a, pour
tous m,n € N, d(an, a,,) > € et donc la suite (a,)nen n’a pas de valeur d’adhérence,
ce qui contredit la propriété de Bolzano-Weierstrass. [

EXERCICES
1. La droite réelle achevée R est un espace métrique compact.

2. Si A est compact, démontrer que toute suite de points de A qui n’admet qu’une
seule valeur d’adhérence est convergente.

3. Soit A une partie de E. Démontrer que A est une partie compacte de 1'espace
métrique (F, d) si et seulement si ¢’est une partie compacte de ’espace métrique

(A, d).

On dit qu'une partie A de E est bornée si elle est contenue dans une boule de E.

Proposition 3.3 1. Toute partie compacte de E est une partie fermée et bornée

de F.
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2. Si E est compact, alors tout fermé de E est aussi compact.

3. Si A est un compact de l'espace métrique (E,d) et si B est un compact de
Uespace métrique (F,9), alors A x B est un compact de E x F, muni de la
distance produat.

Démonstration.

1. Soit A un compact de E' et soit a un point adhérent a A. Soit (a,),en une suite
de A qui converge vers a. Cette suite admet une valeur d’adhérence dans A
d’apres la propriété de B-W, valeur d’adhérence qui ne peut étre que a (une
suite convergente n’a qu'une valeur d’adhérence). Donc a € A et A est fermé.
Pour voir que A est borné, il suffit d’extraire du recouvrement (B(a, 1)),eca de
A un recouvrement fini B(ay, 1),..., B(ay,1). On voit alors que A C B(ay, M),
ou M = 1maxacj<, d(ar, a;).

2. C’est immédiat si ’on utilise la propriété de B-W.

3. Soit (2, Yn)nen une suite de points de A x B. Puisque A est compact, la suite
(Zn)nen admet une sous-suite (z,, )ken qui converge vers un élément a € A.
Puisque B est compact, la suite (y,, )ren admet une sous-suite (ynkp)peN qui
converge vers un élément b € B. La suite (a:nkp,ynk )pen est alors une suite
extraite de (2, Yn)nen qui converge vers le point (a,b) € A x B

Parties compactes de K" On sait que de toute suite bornée de R ou de C on peut
extraire une sous-suite convergente. Ceci montre que toute partie fermée et bornée
de K est compacte. En utilisant le premier et troisieme points de la proposition 3.3,
on en déduit la caractérisation suivante des parties compactes de ’espace K", muni
de la distance produit, c’est-a-dire de 1’espace normé (K", || [|1) :

Proposition 3.4 Une partie de l'espace normé (K™, || ||1) est compacte si et seule-
ment si elle est fermée et bornée.

En particulier, de toute suite bornée de (K™, || ||1) on peut extraire une sous-suite
convergente.

On sait que toutes les normes de K" sont équivalentes (cf. plus loin, théoreme
3.12, p. 39). Une partie de K" est donc compacte, fermée ou bornée pour une certaine
norme si et seulement si elle 'est pour la norme || ||;. La proposition 3.4 est donc
vraie quelle que soit la norme considérée sur K”.

Dans la suite, les espaces vectoriels K" et M, (K) (c’est-a-dire K"*) considérés
sont toujours supposés munis de la norme || ||1, ce qui permet d’utiliser la proposition
3.4. Mais le théoreme 3.12, p. 39 montrera que tous les résultats démontrés dans ce
cadre sont vrais indépendamment de la norme choisie.
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EXEMPLES (EXERCICES) a. L’ensemble des matrices n x n orthogonales est une
partie compacte de M,,(R). b. L’ensemble des matrices n X n unitaires est une partie
compacte de M, (K).

EXERCICE Si ¢,n € N, on note §;,, = 1sii=n et §, = 0sii# n. Soit, pour
chaque i € N, ¢; la suite (0;,,)nen. Démontrer que 'ensemble A = {0, };en est une
partie fermée et bornée de ¢°°, mais qu’elle n’est pas compacte.

Lemme de Dini La propriété de Borel-Lebesgue est utilisée ici pour démontrer
une théoreme de convergence dans C'(X), avec X compact.

Proposition 3.5 (Lemme de Dini) Soit (X, d) un espace métrique compact. Soit
(fn)nen une suite croissante de C*(X) (i.e. fn < fur1 pour tout n). Si la suite de

fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f € C(X), alors elle converge
uniformément vers f.

Démonstration. Soit € > 0. Pour tout entier naturel n on pose Q, = {z €
X tq. fu(z) > f(z) —e}. 1l est clair que (€2,) est une suite croissante d’ou-
verts (car les fonctions f et f, sont continues) de X dont la réunion est X. Par la
propriété de Borel-Lebesgue, il existe un entier N tel que Qy = X et donc tel que
pour tout x € X, fy(z) > f(x) — e. Ainsi, pour tout entier n > N on a : Vo € X

f(x) —e < folz) < f(x) et done || f — fu]| <e. D

Remarques
1. On peut évidemment remplacer dans 1’énoncé du lemme de Dini ’hypothese
< croissante > par < décroissante >.

2. L’hypothese que la limite simple f est continue est absolument essentielle. Par
exemple la suite décroissante (f,,) de fonctions continues sur [0, 1] définie par
fn(x) = 2™ converge simplement mais pas uniformément sur [0, 1] (si la conver-
gence était uniforme la limite serait une fonction continue, ce qui n’est pas le
cas).

Ezemple. On définit par récurrence sur n la suite de fonctions polynémiales (P,)
sur [—1, 1] par

1
Ph=0 et VneN P,(r)=P,(x)+ 5(352 — P*(z)).

Vérifions que pour tout entier n positif, 0 < P,(z) < P,y1(x) < |z| pour tout
x € [=1,1]. Pour n = 0 c’est clair; supposons que cette propriété est vérifiée pour
I'entier n > 0. Alors pour tout x € [—1,1],

0% Pusali) < Proale) = lol = (o] = ) (1= 01l + Posa(a)) ) <l

Ainsi la suite (P,)nen est une suite croissante et bornée qui converge donc sim-
plement vers une fonction f telle que pour tout = € [—1,1], 0 < f(z) < |z| et
f?(x) = 2? (par passage & la limite dans la relation de récurrence qui définit les P,,).
Donc f(z) = |z| et le lemme de Dini s’applique, prouvant que la suite de polynémes
(P,) converge uniformément vers |x| sur [—1,1].
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3.2. Compacité et applications continues

Proposition 3.6 Soit f une application d’un espace métrique E dans un espace
métrique F. Si f est continue, alors l'image par f de tout compact de E est un
compact de F'.

Démonstration. Soit K un compact de E. Il s’agit de démontrer que toute suite
(f(un)),en d’éléments de f(K) admet une sous-suite convergente dont la limite est
dans f(K). Comme K est compact la suite (u,) d’éléments de K admet une sous-
suite (uy, )ken convergente vers un point = de K. Comme f est continue I'image par
f de cette sous-suite, a savoir la suite (f(u,, ), converge vers f(x) qui est un élément

de f(K). O

EXERCICE Démontrer qu'un espace métrique F est compact si et seulement si
toute fonction continue de £ dans R est bornée.

Solution. Si X n’est pas compact, on consideére une suite (z,,),eny d’éléments de
X qui n’admet aucune sous-suite convergente. Quitte a supprimer des termes de la
suite, on peut supposer ces derniers deux & deux distincts. L’ensemble {x,,, n € N}
n’admet donc pas de point d’accumulation. Pour tout n € N, 'ensemble X, =
{zp,, p # n} non plus. Ces ensembles sont donc fermés et pour tout n € N,
d(x,, X,) > 0. Posons alors, pour tout n € N, r, = min(1/n, (1/2)d(x,, X,)).
La suite (7,)nen de réels strictement positifs tend vers 0 et VYn,m € N, n # m =
B(xp, 1) N B(xm, ) = 0. On considere alors la suite de fonctions (¢,), définies
sur X par

¢n(z) = (1 — d(x, xn)/rn)—i_

et la fonction f = }° _n¢,. Chaque fonction ¢, est continue et, pour chaque
entier n € N, fiB(z,.rn) = N®n|B(an,r) €6 donc f est continue sur | J, .y B(n, 7). Soit
r ¢ U, en B(2y, 7). Comme aucune sous-suite de (x,), ne converge vers z, il existe
e > 0 tel que Vn € N, z,, ¢ B(z,¢). Puisque la suite (), tend vers 0, il existe
N € N tel que Vn > N + 1, r, < ¢/2. Dans ce cas, les fonctions f et Zg:o noy,
coincident sur l'ouvert B(z,e/2). Donc f est continue sur B(x,e/2) et donc, en
particulier, en x. Finalement, f est une fonction continue. D’autre part, pour tout
n €N, f(xz,) =n donc f n’est pas bornée.

Corollaire 3.7 Soit f une fonction continue d’un espace métrique compact K dans
R. Alors f atteint ses bornes, c’est-a-dire que tout d’abord les nombres

m = inf f(z) et M =sup f(x)
zeK zeK

existent et que de plus il existe deux points de K, a et b, tels que f(a) = m et
F0) = M.
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Démonstration. Puisque f(K) est une partie bornée de R, elle admet une borne
supérieure et une borne inférieure : m = inf f(K) = inf,cx f(z) et M = sup f(K) =
sup,cr f(x). Or la borne supérieure et la borne inférieure d’un ensemble sont adhé-
rents a cet ensemble et donc sont contenus dans cet ensemble si celui-ci est fermé,
ce qui est le cas ici. [

EXERCICES

. Démontrer que toute application f d’'un espace métrique compact (K, d) dans
lui-méme, telle que, pour tous x,y € K, d(f(z), f(y)) < d(x,y), admet un
point fixe (c’est-a-dire un point z tel que f(a) = a) et un seul. (Indication.
Considérer la fonction g définie sur K par g(x) = d(f(z),z).)

. Soit f la fonction de (R3)\ {0} dans R telle que pour tout point M = (z,y, 2)
non nul,
at 4yt + 2t

(22492 + 22)?

f(M) = f(r,y,2) =

Démontrer I'existence de deux constantes A, B > 0 telles que, pour tout M &€
(R®*)\ {0}, A < f(M) < B. (Se ramener a I'étude de f sur la sphere unité de
R3.)

. Soient F' une partie fermée de 'espace métrique E et K un compact de F.
Démontrer que K N F = () si et seulement si d(F, K) = 0. (La distance entre
deux parties d'un espace métrique est définie a la page 16. On pourra également
utiliser le résultat de l'exercice 3, p. 26.)

. Soit f une application d’'un espace métrique F dans un espace métrique F.
On suppose que le graphe de f est une partie fermée de E x F' et que F' est
compact. Démontrer que f est continue. (Comparer avec l’exercice 5, p. 27.)

. Idéauz de C(X). Soient X un espace métrique compact et J un idéal de ’anneau
(C(X),4+,.). On note Z l’ensemble des points = de X tels que g(x) = 0 pour
chaque g € J.

a. Démontrer que si Z est vide, alors J contient une fonction ¢ telle que
Vr € X, g(x) > 0. En déduire que J = C(X).

b. On pose, pour a € X, J, = {g € C(X) t.q. g(a) = 0}. Démontrer que J,
est un idéal maximal, c’est a dire que le seul idéal contenant strictement .J,
est C'(X).

c. Réciproquement, démontrer que si J est un idéal maximal, alors il existe
un unique point a de X tel que J = J,.

d. Démontrer que J = {f € C(X) t.q. Vz € Z f(z) = 0}.

Indication : Soit f € C(X) qui s’annule en tous les points de Z. Pour

trouver un élément de J a une distance de f inférieure a 2¢ on pourra
procéder de la sorte :
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i. Soit K I'ensemble des points « de X pour lesquels |f(x)| > . Démon-
trer qu’il existe un élément g de J tel que pour tout x € K on a :
g(x) > 0 et, pour tout z € X, g(z) > 0.

ii. Démontrer que pour tout entier n assez grand, la fonction f,, définie
par :

_ "
fo= P

est un élément de J et que : || f, — f]| < 2e.

Proposition 3.8 Soit f une application d’un espace métrique E dans un espace
métrique F. Si f est une bijection continue et si E est compact, alors f est un
homéomorphisme.

Démonstration. 11 suffit de montrer que 1'application réciproque f~! est continue,
c’est-a-dire que 'image réciproque par f~! d'un fermé de F est un fermé de F. Or,
si A est un fermé du compact E, A est compact et donc f(A) = (1) (A) est
compact, et donc fermé. 0O

Théoréme 3.9 (Heine) Soit f une application définie sur une partie compacte K
d’un espace métrique E et a valeurs dans un espace métrique F'. Si f est continue,
alors f est uniformément continue.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde. Supposons que f n’est pas uniformément
continue sur K, c’est a dire qu’il existe un certain € > 0 pour lequel pour tout o > 0
il existe deux points = et y de K tels que ||z —y|| < a et ||f(z) — f(y)]] > €. En
particulier pour a = 1/n, il existe deux points que nous noterons z,, et y, tels que :

(4 e = wall €= et 7w) — Fnll > <

Or la suite (x,,) est une suite de points d'un ensemble fermé et borné et donc com-
pact. On peut donc en extraire une sous-suite convergente (x¢(n)). De méme on peut
extraire de la suite (y4(n)) une sous-suite convergente (yy(4(n))) dont nous noterons
y la limite. La suite (2y(g(n))) est alors une sous-suite d’une suite convergente, donc
elle converge. Soit « sa limite. Si dans les inégalités (%) I'on choisit n = 1 (¢p(m)) et
si 'on fait tendre m vers 'infini on obtient :

le—yll=0 et [f(x)=Ff)l>e

(ce passage a la limite est justifié car f est continue). Cela signifie donc que = =y
et que f(x) # f(y), ce qui est absurde. [
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EXERCICE 1 Démontrer que toute fonction continue et périodique de R dans R
est uniformément continue.

Le théoreme de Heine a de nombreuses applications en analyse. Il permet de
démontrer par exemple par des moyens élémentaires le théoreme de Weierstrass,
présenté en exercice ci-dessous, le théoreme de Riemann-Lebesgue pour des fonctions
continues par morceaux (par le biais du corollaire ci-dessous), le théoreme de Fejér
(cf. page 18), ...

Corollaire 3.10 Toute fonction continue par morceauxr d’un intervalle fermé et
borné |a,b] de R a wvaleurs dans un espace métrique E est limite uniforme d’une
suite de fonctions en escalier de [a,b] dans E.

On rappelle qu'une fonction en escalier de [a,b] dans F est une fonction constante
par morceaux, c’est-a-dire une fonction telle qu’il existe une subdivision zy = a <
xy < -+ < x, = b de Uintervalle [a,b] et des vecteurs vy,...,v,_1 de E tels que,
pour tout ¢ < n — 1 et tout x €|x;, x;41[, f(x) = v;. On rappelle également qu’une
fonction f de [a,b] dans E est dite continue par morceauz si elle admet une limite
finie a droite en a, une limite finie a gauche en b et si elle est continue en tout point
de a, b[, sauf peut-étre en un nombre fini d’entre eux, ou elle admet seulement des
limites (finies) a droite et a gauche.

Démonstration. Soit f une fonction continue par morceaux de [a,b] dans un es-
pace métrique (E,d) et soit p € N*. Notons xy,...,z,, les points de [a,b] ou
f n’est pas continue. Si 0 < k < m — 1, la fonction f) définie sur 'intervalle
[z, k4] par fuy(z) = f(z) stz €]mp, xpnl, fo(on) = lim, .+ f(2) et fu(zer) =
limx_)x]:+1 f(z) est continue et donc uniformément continue. Il existe donc n;, > 0 tel
que, pour tous z,y € [Tg, Try1], | —y| < mk = d(fi)(2), fuy(y)) < 1/p. Définissons
maintenant, pour chaque k, une fonction en escalier gy sur Uintervalle [x, 2441]
de la maniere suivante. Soit Ny un entier tel que (541 — xx)/Ni < 1. On partage
I'intervalle [xy, xpy1] en Ny sous-intervalles de longueurs I = (241 — %) /Ny et on
considere la fonction g qui est constante sur chacun de ces sous-intervalles. Plus
précisément, on pose, pour chaque n < Ny et chaque x € [z) + lyn, xg + lg(n + 1)],
gy (x) = fuy(@p + lgn). (Faire un dessin.) Alors, pour tout x €]xy, zp41[, on a
d(f(z), guy(x)) < 1/p. On considere alors la fonction f,, de [a, b] dans E, qui coincide
avec f aux points xy, et qui coincide, sur chaque intervalle |z, xx11[, avec la fonc-
tion g(r). Alors f,, est une fonction en escalier sur [a,b] et, pour tout z € [a, b], on a
d(f(z), fp(x)) < 1/p. La suite de fonctions (f,)pen répond donc au probleme posé.
0

Comme application simple de ce corollaire, citons par exemple le lemme de
Riemann-Lebesgue pour les fonctions continues par morceaux.
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Lemme 3.11 (Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction continue par morceaux
sur lintervalle fermé borné [a,b]. Si A € R, soit

FO\) = / " F(t) sin(0)dt.
Alors limy—, 1o F(A) =0.

Démonstration. Constatons tout d’abord que ce résultat est évident si la fonction
f est constante, puisque dans ce cas on a F(\) = C(cos(a\) — cos(bA))/A. 11 est
tout aussi clair si f est une fonction en escalier (utiliser la relation de Chasles).
Considérons maintenant le cas général d’une fonction f continue par morceaux et
soit € > 0. On sait que f est la limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions en
escalier. En particulier, il existe au moins une fonction en escalier g sur [a,b] telle
que, pour tout x € [a,b], |f(z)—g(z)| < e/2(b—a). Comme on vient de le constater,

on a
b

lim g(t) sin(At)dt = 0.

A——+o0 a

Soit alors A > 0 tel que, pour tout A > A,

/a " o) sin()\t)dt‘ <

DO | ™

Alors, pour tout A > A, on a :

o< | g<t>s1n<At>dt\+ [ 150 - gtoya <=

ce qui démontre le résultat. O

PROBLEME : UNE DEMONSTRATION CONSTRUCTIVE DU THEOREME DE WEI-
ERSTRASS ; LES POLYNOMES DE BERNSTEIN Les fonctions considérées dans cet
exercice sont a valeurs réelles (i.e. K = R).

1. Théoréme de Korovkin. Si ¢ € N on note X* I’élément de C([0,1]) défini par
X'i(x) = x'. On note aussi 1 = X et X = X'. Soit (7},) une suite d’applications
linéaires continues de C([0, 1]) dans lui-méme, que ’on suppose positives, c¢’est-
a~dire que f > 0 = T, (f) > 0, ouencore : f < g= T,(f) < T,(g). On suppose
de plus que, pour i = 0, 1,2, la suite de fonctions (7},(X?)),en converge vers X
uniformément sur [0, 1]. On cherche a démontrer que pour tout f € C([0,1]),
la suite (7}, f) converge uniformément sur [0, 1] vers f.

Soient pour cela f une fonction continue sur [0,1] et 7 — w¢(n) son module de
continuité uniforme. On fixe de plus n > 0.
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. Démontrer que pour tout z,y € [0,1],

£ = FW)] < wyln) + 2 - y)”ni”

(On pourra traiter séparément les cas |z —y| < n et |[x —y| > n.)

. Siz,y € ]0,1] soit g,(x) = (z — y)?. Démontrer que si z,y € [0, 1], alors

pour tout entier naturel n on a :

(Tof) (@) = FY)T(1)(2)] < wp(n)Tn(1)(2) + Q%YLQH(Tngy)(w)

. Soit hy(x) = (T,9,)(z). Démontrer que la suite de fonctions (h,,) converge

uniformément vers 0 dans [0, 1].
Indication. Ty,g.(x) = (T,,X?* — 2XT,X + X°T,1)(x).
En déduire que limsup,,_., . [|T.f — f|| < ws(n). Conclure.

2. Soit f une fonction de [0,1] dans R. Pour chaque entier n > 1 on définit le
polynéme B, (f) par

Ba()(r) = Z csr (£) ata—ay

Démontrer que

X(1-X)

n

Bn(Xf) = XBu(f) + B,(f)

ou B! (f) représente le polynoéme dérivé de B, (f).

. Calculer B, (1), B,(X) et B,(X?) pour chaque entier naturel n.

c. Démontrer que pour tout f € C([0,1]) la suite (B,(f)) converge uni-

formément vers f.

3.3. Application aux espaces vectoriels normés de dimension finie

Théoreme 3.12 Dans un espace vectoriel de dimension finie E sur K, toutes les
normes sont équivalentes.

Démonstration.

Soit B = (eq,...,e,) une base de E et soit ¢ 'application de E dans K" qui a
un élément de E associe ses coordonnées dans la base B. Cette application est une
n

bijection linéaire, c¢’est-a-dire un isomorphisme d’espaces vectoriels. Si x = E Ti€;,

i=1
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n
avec x1, ..., o, € K, notons N(z) = Z |z;| = ||¢(x)]|:. L’application N ainsi définie
i=1
sur F est une norme et ¢ est un homéomorphisme de (E, N) sur (K™, || [|;) (par
construction). Il nous suffit de démontrer que toute norme sur E est équivalente a
celle-ci. Soit pour cela v une norme quelconque sur E.

Démontrons tout d’abord que v est une application continue de 1’espace normé
(E,N) dans R. Soient z = ¢~ (z1,...,2,) et y = ¢~ (y1, ..., yn) deux points de E.
On a :

v(x) = v(y)| S vie—y) <Yl — yilv(e) < Nz —y) max v(e).

1<i<n
i=1

Ceci montre que v est lipschitzienne, et donc continue, de (F, N) dans R.

Notons maintenant S la sphere unité de F pour la norme N :
S={reFE tq N(z)=1}
L’ensemble S est 'image réciproque par ¢ de la sphere unité
Si={z ek ta. o =1}

de K", qui est une partie fermée (c’est I'image réciproque de 1 par I'application
continue z +— ||z||;) et bornée de 'espace normé (K", || ||;). Par la proposition 3.4,
p. 32, S; est un compact de K" et donc S est un compact de (E, N). L’application
continue v atteint donc ses bornes sur S. Soient o = inf,csv(z) et 8 = sup,qv(2)
et soit x, € S tel que v(z,) = a. Puisque N(z,) = 1 # 0, le vecteur z, n’est pas
nul et donc a = v(x,) # 0 car v est une norme sur E. Donc a > 0.

Si maintenant x est un point quelconque non nul de F, on a /N (x) € S et donc

v<o () =30 <

ce qui démontre que les normes N et v sont équivalentes. [

Corollaire 3.13 Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes
définissent les mémes ensembles ouverts, fermés, bornés, compacts, denses,... ainsi
que les mémes suites convergentes.

Remarquons que cette propriété est trivialement fausse en dimension infinie. Voir
par exemple 'exercice qui suit la proposition 2.15, p. 23.

Corollaire 3.14 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les parties
compactes sont les parties fermées et bornées.
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Remarque Il ne faudrait pas déduire de ce qui précede que dans un espace vecto-
riel de dimension finie, toutes les distances sont équivalentes. Il existe en effet des
distances qui ne sont pas définies par des normes. Par exemple, la distance SNCF
et la distance discrete sur R? ne sont ni équivalentes entre elles, ni équivalentes aux
distances définies par les normes. Mais, sauf mention contraire, un espace vectoriel
de dimension finie est toujours muni d’une distance provenant d’une norme et en
général, la norme choisie n’est pas précisée puisque toutes les propriétés topologiques
n’en dépendent pas.

Corollaire 3.15 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Si E/ est de dimen-
sion finie, alors toute application linéaire de E dans F' est continue.

Démonstration. Notons || || la norme sur F. Soit (eq, ..., e,). Il est aisé de démontrer
ce résultat si £ est muni de la norme N définie par

i=1 =1

En effet, si f est une application linéaire de E dans F et si x = )., x;¢;, alors

IF @)<Y lzal 1 f(en)ll < AN(x),

i=1

avec A = maxj<;<n, || f(e;)]|. Le cas général en découle par le théoreme 3.12. O

Pour clore ce paragraphe, nous allons voir que la propriété énoncée dans le co-
rollaire 3.14 est en fait une caractérisation des espaces normés de dimension finie.
C’est le célebre théoreme de F. Riesz.

Théoréme 3.16 (F. Riesz) Soit E un espace vectoriel normé. La boule unité de
E est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Remarquons que si la boule unité B de F est compacte, alors toute partie fermée
et bornée de E l'est aussi, et réciproquement. En effet, si B est compacte, alors toute
boule fermée centrée en 0 I’est aussi et donc tout fermé borné de E est contenu dans
un compact, et est donc compact.

Démonstration. La démonstration présentée ici utilise le fait qu'un espace vectoriel
de dimension finie est fermé dans tout espace normé qui le contient. Ce résultat, qui
utilise le caractere complet des espaces normés de dimension finie, sera vu plus loin
(cf. corollaire 4.20, p. 53).
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Supposons donc que la boule unité B de E est compacte. Il existe alors une
partie finie A de X telle que

Bc | JB(z1/2) = A+%B.

T€EA

Soit Y 'espace vectoriel (de dimension finie) engendré par A. Ainsi, BC Y +27'B.
On en déduit aisément par récurrence que, pour tout entier n > 1, BCY +2™"B
et donc que
Bc[|(Y+27"B).
n>1

En particulier, si z € B, alors pour tout n > 1 il existe un y,, € Y tel que ||z —y,|| <
27", On en déduit que B C Y. Puisque Y est de dimension finie et donc fermé dans
X, il en résulte que B C Y et, par homogénéité, X =Y. O

EXERCICE. Soit X un espace métrique et soit F = Cp(X) l'espace vectoriel
formé des fonctions continues et bornées de X dans K, muni de la norme uniforme
|| .|l. On suppose que X contient un point a non isolé et 'on fixe une suite (x,,)
formée de points deux a deux distincts de X qui converge vers a. Si f € E, on pose

=Y (-3) s,

neN

1. Démontrer que L est une application linéaire continue de £ dans K, de norme
2 et que Vf € B(E), |L(f)| < 2. En déduire que B(E) n’est pas compact.

2. Soit C' ={f € E t.q. L(f)=2}. Démontrer que C' est un convexe fermé non
vide de F, que Vf € C, [|[f|| > 1 et que infsec || f|| = 1. En déduire que, pour
tout » > 1, C'N B(0,r) n’est pas compact.

3.4. Le procédé d’extraction diagonale

Théoréme 3.17 Soit (X,,d,),en une suite d’espaces métriques et soit, pour tout
entier naturel p, soit (Tnp)neny une suite de X,. Si pour tout p € N 'ensemble
{xnp, n € N} est relativement compact dans X, alors il existe une fonction stric-
tement croissante ¢ de N dans N telle que pour tout p € N la suite (Tgn)p)nen €st
convergente dans X,,.

Précisons qu'une partie Y d’un espace métrique X est dite relativement com-
pacte dans X si I'adhérence de Y dans X est compacte. En termes de suites, Y est
relativement compact si et seulement si de toute suite de Y on peut extraire une
suite convergente (dont la limite est dans X mais pas nécessairement dans Y).

La partie remarquable du théoreme ci-dessus est que la fonction ¢ définissant les
différentes suites extraites ne dépend pas de p.
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Démonstration. Grace a I’hypothese de relative compacité, il est possible de cons-
truire par récurrence une suite décroissante (A,,) de parties infinies de N telle que,
pour tout entier naturel p, la suite (2,,,)neca, soit convergente dans X,. Le procédé
d’extraction diagonale consiste a définir I'application ¢ par

o(p) = le (p+ 1)-itme élément de A,.

Ainsi ¢(p+ 1) est strictement supérieur au (p + 1)-ieme élément de A,1q, qui est lui
méme supérieur au (p + 1)-ieme élément de A,, c’est-a-dire ¢(p). La fonction ¢ est
donc strictement croissante. De plus, pour chaque entier naturel p la suite (4(n) p)n>p
est une suite extraite de la suite (@,,)nea,, car sin > p, ¢(n) € A, C A,; la suite
(Z¢(n),p)nen est donc convergente. [

Considérons a nouveau une suite (X,,d,),eny d’espaces métriques (d, étant la
pyr Yp)pE P

distance sur X,) et posons X =[] . X, c’est & dire

X ={r=(2p)pen t.q.- Vp €N z, € X, }.

On rappelle que la relation
“+o0o
d(z,y) = Z 27" min(dy(xp, yp), 1)
p=0

définit sur X une distance d; c’est la distance produit sur X. Pour cette distance d
une suite (z"),en de points de X converge vers le point x € X si et seulement si
pour tout entier naturel p on a : lim, . x; = x).

On peut alors réexprimer le théoreme précédent sous la forme suivante :

Corollaire 3.18 (Théoréme de Tychonoff) Soit (X,,),en une suite d’espaces
métriques compacts et soit X = HpeN X, munt de la distance produit. Alors X est
compact.

Cela découle immédiatement de la définition de la distance, du théoreme 3.17 et
de la caractérisation des compacts par la propriété de Bolzano-Weierstrass.

EXEMPLE (EXERCICE) Par ce qui précede, I'espace C = {0,1} muni de la
distance produit :

+o0
d(x,y) =D 27" @0 — ynl
n=0

est compact.

a. Montrer que 'application de C dans 'intervalle [0, 1] définie par

+oo
flz)=2 Z 37" e,
n=0
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une injection continue dont l'image est 1'ensemble triadique de Cantor. En

déduire que I’ensemble de Cantor est homéomorphe a C.

b. Démontrer que I'espace C est homéomorphe a C x C.

Indication. On pourra démontrer que I’application

est

(xn>n€N = ((x2n)n€N7 (x2n+1>n€N>

une bijection continue de C sur C x C.

Une autre application de procédé diagonal est présentée a la page 48.
UNE AUTRE APPLICATION DU PROCEDE DIAGONAL : LE THEOREME DE HELLY

Soit (f,) une suite de fonctions croissantes d'un intervalle ouvert non vide I de R a
valeurs dans R telle que pour tout = € I la suite (f,(z)) est bornée.

1.

2.

Démontrer qu'il existe une suite extraite (fyn))nen telle que, pour tout = €
QN 1, la suite (fgm)(r))nen est convergente. Pour de tels x, on note alors

On prolonge ¢ sur I en posant, pour x € I\ Q,
g(x) =sup{g(y), avecy e QN Ilet y <z}

Démontrer que g(x) est bien défini pour tout = € I et que la fonction g est
croissante sur I.

. Soit C' 'ensemble des points de I ou g est continue. On sait que ’ensemble

D = I\ C est dénombrable. Démontrer que pour tout « € C, la suite (fy)(x))

converge vers g(x).

Indication. Soit x € C'. Démontrer que si y,z € QNI et siy <z < z, alors
9(y) < Hminf( o (@) < limsup(fon () < g(2).

n—oo

4. Par une nouvelle extraction diagonale, démontrer qu’il existe une suite extraite

1.

(fore(ny)) telle que pour tout @ € I, la suite (fyp(m))(2)) soit convergente.
CORRIGE

Soit (2, )nen une énumération des éléments de QN 1I. On peut extraire de la suite
(fn(20))nen une sous-suite convergente (fs,(n)(Z0))nen. Soit p > 0. Supposons
construits ¢y, . .. ¢p, p fonctions croissantes de N — N telles que Yk € [0, p], la
suite (fggo...opy(n) (Tk) Jnen converge. Dans ce cas, la suite (fgo. .06, (n)(Tpt+1))nen
est bornée et donc on peut en extraire une sous-suite convergente. Il existe donc
une fonction croissante de N vers N telle que (fsgo...06,.1(n) (Tp+1) )nen converge.
On a donc ainsi défini par récurrence une famille de fonction croissantes de
N vers N. Considérons la fonction v : N — N, n +— ¢go...0 ¢,(n). Toute
fonction croissante f de N vers N vérifie Vn € N, f(n) > n, et la composée
de fonctions croissantes est croissante, donc Vn € N, ¢,.1(n+1) > n+1 et
donc ¥(n + 1) > ¢(n). D’autre part, a partir du rang p la suite (fym)(2p))nen
est extraite de la suite (fsyo...06,(n)(Zp))nen et donc converge. Posons pour p €

N, lim fym)(z,) = g(zp).

n—-+00
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2. Siz,y € INQ avec x <y on a pour tout n € N, fy,)(x) < fym)(y) et donc en
passant a la limite sur n, g(z) < g(y). Soit x € I\Q. L’intervalle I est ouvert
et QN I est dense dans I. Donc il existe zg > = et xg € QN I. On a alors
9(y) < g(xg) pour tout y € QN I tel que y < x. Donc E, = {g(y), avec y €
QNI ety < a}est majoré. Il est non vide car I est ouvert et donc il admet
bien une borne supérieure. L’application g est bien définie sur tout I en prenant
g(x) = sup E, pour z € I\Q. En outre, pour z € I\Q et 20 € QN I, si x < z¢
alors g(zg) > g(x) et si * > g alors g(zg) < g(z) par définition méme de
g(z). Si x et zg sont tous deux dans I\Q et = < zy, on a E, C E,, et donc
9(2) < glz)

3. Soit x € C. Soient y et z dans INQ telsquey <z < 2. OnaVn € N, fyu(y) <
Jom)(@) < fym)(2). Donc en passant aux limites on aura

Hm fin (y) < Hminf fu () < Hmsup fue () < Hm o (2)
On fait tendre y et z vers x tout en restant dans I NQ et comme g est continue
en x on obtient

9(x) < liminf fy (@) < Hmsup o (z) < 9().
Ceci prouve que liminf, . o fym () = limsup,_ . fom)(z) = g(x). Donc
lim fym (@) existe et vaut g(z).

n—-+4oo

4. On peut encore indexer les éléments de D a l'aide d’une partie dénombrable A
de N. En utilisant exactement le méme procédé qu’a la premiere question on
peut extraire de la suite (fy(m))nen une suite (fypopn))nen telle que pour tout
x € D, fpoom)(x) converge. Pour tous les autres points de I, (fypoom)(Z))nen
est une suite extraite de (fym)(7))nen et donc converge vers g(x). On a donc
finalement extrait de (f,,), une suite de fonctions convergeant simplement sur
tout I.
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4. Complétude

4.1. Espaces métriques complets, espaces de Banach

Suites de Cauchy

Définition 4.1 Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (x,)nen de points de E
est dite de Cauchy si

Ve >0 IN €N t.q.Vp,q > N d(zp,z,) <&

EXEMPLES (EXERCICES)
1. Toute suite convergente est de Cauchy.

2. Dans R muni de la distance définie par
d(z,y) = | Arctg x — Arctgy|,

la suite (n),en est de Cauchy, mais ne converge pas.

3. La suite (z,,)nen définie par récurrence par zo = 1 et, pour n > 1,

3x, + 2

Tpy1 = —5
Ty + 3

est une suite de Cauchy dans I’espace métrique Q muni de sa distance naturelle
(d(z,y) = |x — y|) mais ne converge pas dans Q.

Proposition 4.2 Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit (x,)nen une suite de Cauchy et soit N € N tel que, pour tous
p,q > N, on ait d(z,, z,) < 1. Alors, pour tout n > N, on a z,, € B(xy,1). Tous les
termes de la suite (z,),en appartiennent donc a la boule de centre zy et de rayon

R = max (1, max_d(xy, xN)) Cette suite est donc bornée. [
0<k<N

Proposition 4.3 Une suite de Cauchy converge si et seulement si elle admet au
moins une valeur d’adhérence. (Et dans ce cas elle a exactement une valeur d’adhé-
rence. )

Démonstration. Que la condition est nécessaire est clair. Démontrons qu’elle est
suffisante. Supposons donc que (x,),en est une suite de Cauchy et que la suite
extraite (z,, )ren converge vers a € E et soit € > 0. Soient, d’'une part, K € N tel
que, pour tout k > K, d(z,,,a) < /2 et, d’autre part, N > K tel que, pour tous
p,q > N, d(xp,,x,) < e/2. Alors, pour tout n > N, on a

d(zp,a) < d(Xp, Tny) + d(Tny,0) <e/24+¢/2 =c¢.

Donc la suite (uy,)nen converge vers a. 0O
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Espaces métriques complets

Définition 4.4 (Hausdorff, 1914) Un espace métrique E est dit complet si, dans
E, toute suite de Cauchy est convergente.

Par exemple, Q n’est pas complet (d’apres 'exemple c ci-dessus) et R est complet.
C’est essentiellement pour cela que toute ’analyse mathématique est effectuée dans
R et non dans Q.

EXERCICE Démontrer que la relation

IPl = sup |P(z)]

z€[0,1]

définit une norme sur R[X], puis que I'espace normé ainsi défini n’est pas complet.

Proposition 4.5 (Propriété des fermés emboités) Un espace métrique E est
complet si et seulement si toute suite décroissante (Fy,)nen de fermés de E dont
le diamétre tend vers 0 admet une intersection non vide (et, en fait, réduite a un
singleton).

Précisons que le diamétre d’'une partie A d’un espace métrique (F,d) est défini par
d(A) = sup, e d(x,y). On vérifie aisément que le diametre d'une partie quelconque
de E est égal au diametre de son adhérence.

Démonstration. Soit d la distance sur E. Supposons E complet et soit (F),)nen une
suite décroissante de fermés de E dont le diametre tend vers 0. Choisissons, pour
chaque n € N, un point xz, dans le fermé F),. Alors la suite (z,)nen est de Cauchy
puisque, si ¢ > 0, il existe N € N tel que, pour tout n > N, d(F,) < ¢ et donc,
pour tous p,q > N tels que (par exemple) p < ¢, d(x,, x,) < d(F,) < ¢. Cette suite
est donc convergente. Sa limite est, pour tout entier N € N, la limite de la suite
(Zn)n>n qui est une suite de points de Fiy. L’ensemble Fiy étant fermé, on a x € Fy
pour tout NV € N, et donc l'intersection NyenFv est non vide.

Supposons réciproquement que toute suite décroissante (F},),en de fermés de E
dont le diametre tend vers 0 admet une intersection non vide et soit (x,),en une
suite de Cauchy de E. Posons, pour n € N, F,, = {x,, p > n}. La suite (F},)nen
est une suite décroissante de fermés dont le diametre tend vers 0, et donc admet
une intersection non vide. En fait, I'hypothese faite sur les diametres des F), assure
que l'intersection est de diametre 0, est donc qu’elle est réduite a un point. Ceci
montre que la suite (x,),eny admet une valeur d’adhérence et une seule. Elle est
donc convergente. 0
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Remarque La proposition ci-dessus est fausse si I’on ne suppose pas que le diametre
des F,, tend vers 0. Par exemple, la suite ([n, +00[)nen est une suite décroissante de
fermés de I'espace complet R dont 'intersection est vide.

La proposition précédente, associée a la proposition 3.1, p. 30, montre en parti-
culier ceci :

Proposition 4.6 Tout espace métrique compact est complet.

Par exemple, la droite numérique achevée R est un espace complet. L’ensemble
C = {0, 1} muni de la distance produit est complet.

EXERCICE Soit E un espace métrique.

1. On suppose qu’il existe r > 0 tel que toutes les boules fermées de centre r sont
compactes. Démontrer que E est complet.

2. On suppose seulement que, pour tout point x € FE, il existe r, > 0 tel que

B(z,r;) soit compacte. Peut-on en déduire que E est complet ?

Un espace métrique complet n’est pas nécessairement compact (par exemple,
R est complet mais pas compact). Le résultat suivant affirme en particulier que,
pour qu'un espace complet soit compact, il suffit qu’il soit précompact (cf. page
20). Rappelons qu'un espace métrique compact est toujours précompact, mais que
la réciproque n’est pas vraie en général, cf. page 30. Rappelons également qu'une
partie d'un espace métrique est dite relativement compacte si son adhérence est
compacte.

Théoreme 4.7 Soit X un espace métrique. St X est complet, alors toute partie de
X précompacte est relativement compacte.

La démonstration de ce théoreme est une application intéressante du procédé
d’extraction diagonale.

Démonstration. Supposons que X est complet et que A soit une partie précompacte
de X. Soit (x,,)nen une suite de points de A. Pour démontrer que cette suite admet
une sous-suite convergente, il suffit d’en extraire une sous-suite de Cauchy. Pour
tout entier naturel p soient A7, ... ,Af\,p des parties de A de diametre inférieur ou
égal a 1/(p + 1) dont la réunion est égale & A. On construit alors par récurrence
une suite décroissante (B,),en de parties infinies de N telle que, pour chaque entier
naturel p, il existe un entier j < N, pour lequel {x,},cp, C A :

Construction de By : comme tous les termes de la suite (z,)nen (qui sont en nombre
infini) sont contenus dans A qui est égal & la réunion des ensembles AY, ... ,A?VO
(qui sont en nombre fini), il y a certainement au moins un de ces ensembles, par
exemple A?O, qui contient un nombre infini de termes x,. (C’est le principe des
tiroirs : si une infinité de chaussettes est répartie dans un nombre fini de tiroirs,
alors au moins un des tiroirs contient une infinité de chaussettes.) On pose alors
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By = {n € N t.q. 2, € A) }. Pour construire B, & partir de la connaissance de
B, on procede de méme : les termes de la suite extraite (z,,)ne B, sont tous contenus
dans la réunion des ensembles Aﬁ”l, e ’AIJ)VJ:H donc I'un de ceux-ci contient une
infinité de termes de cette sous-suite. On note alors B, ’ensemble des indices des
termes correspondants.

Les B, étant ainsi construits, on définit alors la fonction ¢ strictement croissante
de N dans N par
o(p) = le (p+ 1)-itme élément de B,,.

Alors pour tout entier naturel p et pour tout entier n > p, ¢(n) € B, et donc d’apres
la construction des B,

Vn,n' >p  d(Tem), Tom)) < —.
La suite (z4(n)) est donc de Cauchy. 0O
Proposition 4.8 Le produit de deux espaces métriqgues complets est complet.

La démonstration est simple et laissée en exercice. Ceci montre en particulier que
tous les espaces (K", || ||1) sont complets.

EXERCICE Démontrer qu'un produit dénombrable d’espaces complets (muni de
la distance produit) est complet.

Espaces de Banach ; séries dans les espaces de Banach

Définition 4.9 Un espace vectoriel normé qui est complet est appelé un espace de
Banach.

Par exemple, R est un espace de Banach. Un exemple important d’espace de
Banach de dimension infinie est celui formé des fonctions continues d'un espace
métrique compact K a valeurs dans K, muni de la norme uniforme, que ’on note
C¥(K). La démonstration de ce que cet espace est complet se trouve a la section
4.2. ci-apres.

Séries dans un espace de Banach

Définition 4.10 Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé et soit (u,)nen une suite
d’éléments de E. La série ), U, est dite convergente si la suite (Sy)nen définie
par S, =Y 1_, W est convergente, c’est-a-dire s’il existe un S € E tel que

(3]

lim =0.
n—-4o00
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Si c’est le cas, S s’appelle la somme de la série Y u,. Par ailleurs, la suite (S, )nen
s’appelle la suite des sommes partielles de la série > u,,.

Proposition 4.11 (Critéere de Cauchy pour les séries) L’espace E est un es-
pace de Banach si et seulement si toute série ) u, de B qui satisfait la condition
suiwante (appelée critere de Cauchy) :

p

>

k=q

(%) Ve >0 dN €N t.q. Vp>q > N, <e

est convergente.

Démonstration. Remarquons que la condition (x) est équivalent au fait que la suite
des sommes partielles de la série ) u, est de Cauchy. La condition () entraine
donc la convergence de la série des que E est complet. Réciproquement, si toute
série satisfaisant le critere de Cauchy est convergente, alors, puisque toute suite
(Un)nen d’éléments de E peut s’écrire comme la suite des sommes partielles d'une
certaine série de E (écrire v, = >, _ up, avec ug = vy et, pour n > 1, u, = v, —vp_1),
il est certain que toute suite de Cauchy de E est convergente. [

Définition 4.12 (Convergence absolue) Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé
et 50t (Up)nen une suite d’éléments de E. La série ) U, est dite absolument
convergente si

+oo
D " lunll < +oo.
n=0

Remarquons que toute série absolument convergente satisfait le critere de Cau-
chy. En effet, si la série numérique ) -, ||u,|| converge, elle satisfait le critere de
Cauchy (car R est complet) et donc, puisque

p P
D k]| <> Mlull,
k=q k=q

il en est de méme de la série ), ux. Donc, si E est complet, alors toute série
de E absolument convergente est convergente. En fait, ces deux propriétés sont
équivalentes :

Proposition 4.13 L’espace normé E est un espace de Banach si et seulement si
toute série absolument convergente de E est convergente.
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Démonstration. 1l reste a démontrer que la condition est suffisante. Supposons
donc que toute série de E absolument convergente est convergente et soit (vy,)nen
une suite de Cauchy de E. D’apres la proposition 4.3, il nous suffit de montrer que
cette suite admet une sous-suite convergente. Comme il s’agit d'une suite de Cauchy,
on peut construire par récurrence une suite strictement croissante d’entiers (ng)ren
telle que, pour tout k € N, |[un,,, — tp, || < 27%. La série Y y(Uner, — Un,) est
alors absolument convergente, donc convergente. Soit S sa somme. On a alors

P
S = lim (Uny oy — Uny) = UM (Up,,, — Un,).

p——+00 =0 p——+00

Par conséquent, la suite (uy, )ren est convergente. [

UN CONTREXEMPLE (EXERCICE) Soit F = R[z]. a. Démontrer que la relation

|Pl = sup |P(z)]

z€0,1]

définit une norme sur F.

b. Si n € N, on note u,(z) = 2"/(n!). Démontrer que la série > u,, est abso-
lument convergente dans F mais non convergente. En déduire que 1’espace normé
(E,]| ||) n’est pas un espace de Banach.

Parties fermés d’espaces complets. Sous-espaces complets d’un espace
métrique

Proposition 4.14 Soit (E,d) un espace métrique et soit F' une partie de E.
1. Si(E,d) est complet et si F' est fermé, alors l'espace métrique (F,d) est complet.

2. Sil’espace métrique (F,d) est complet, alors F' est une partie fermée de (E,d).

Dans cette proposition, nous avons noté (F,d) l'espace métrique F', muni de la
distance induite par d sur F' (qui en toute rigueur n’est pas la distance d mais la
restriction de d & F' x F).

Démonstration. Le premier point ne pose aucun probleme : une suite de Cauchy
de (F,d) est une suite de Cauchy de (F,d) et donc converge ; sa limite appartient a
F puisque F' est fermé. Donc (F, d) est complet.

Supposons maintenant que (F,d) est complet et soit (z,),en une suite de F' qui
converge vers x € E. La suite (x,) étant convergente, elle est de Cauchy dans F et
donc dans F'. Comme (F) d) est complet, cette suite admet une limite dans F. Donc
x € F (unicité de la limite) et F' est fermé. [
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Complétude et distances équivalentes, homéomorphismes

e Contrairement a la compacité, la complétude ne se conserve pas nécessairement
lorsque 1'on remplace une distance d par une distance équivalente d’. En effet, une
suite peut étre de Cauchy pour la distance d sans I'étre pour d’. Par exemple, les
deux distances d et d’ définies sur R par

d(z,y) =lz—vy|, d(z,y) =|Arctgz — Arctgy|

sont équivalentes, et donc définissent les mémes suites convergentes. Par contre, la
suite (n),en est de Cauchy dans l'espace (R, d’) mais elle ne l'est pas dans (R, d).
On a malgré tout le cas particulier suivant :

Proposition 4.15 Dans un espace vectoriel E, deux normes équivalentes || || et || ||’
définissent les mémes suites de Cauchy. Par conséquent, l’espace normé (E, || ||) est
complet si et seulement si (E, || ||') Uest aussi.

Ceci se déduit aisément de la définition de I’équivalence de deux normes.

Corollaire 4.16 L’espace vectoriel normé K™ est complet, quelle que soit la norme
choisie.

e Contrairement a la compacité, la complétude n’est pas une propriété conservée
par homéomorphisme. Par exemple, R muni de sa distance naturelle est homéomor-
phe a l'espace £ =] — /2,7 /2], muni de la distance naturelle lui aussi, ’homéomor-
phisme entre R et E étant par exemple x — Arctgz. Or R est complet mais £ ne
l'est pas puisque la suite (x,,) définie par x,, = (7/2) — (1/n) est de Cauchy mais ne
converge pas dans F.

Proposition 4.17 Soient (E,d) et (F,0) deuz espaces métriques et ¢ un homéo-
morphisme de E sur F'. St F' est complet et si ['ilmage par ¢ de toute suite de Cauchy
de E est une suite de Cauchy de F, alors E est complet.

Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy de E. L’'image par ¢ de (x,) est
de Cauchy dans l'espace complet F, donc elle converge. L’application ¢! étant
continue, ceci prouve que la suite (z,) est convergente. [

Un exemple important d’application qui conserve les suites de Cauchy est celui
des applications lipschitziennes (c’est clair). Or toute application linéaire continue
d’un espace vectoriel normé dans un autre est lipschitzienne (proposition 2.23, p.
27). On en déduit ceci :

Proposition 4.18 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. S’il existe un
homéomorphisme linéaire de E sur F' et si E est complet, alors F' est complet.
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Corollaire 4.19 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel normé de base (eq, ..., e,). L’application
¢ de K" dans E définie par = (x1,...,2,) — Y., x;€; est un homéomorphisme
linéaire de (K", || ||1) dans E, muni de la norme N (3", z;e;) = > o, |z;]. Donc

E, muni de la norme N, est complet. Il est donc complet, quelle soit sa norme (cf.
proposition 4.15). [

EXERCICE Une bijection ¢ entre deux espaces métriques (E,d) et (F,¢) est un
uniféomorphisme si ¢ et ¢! sont uniformément continus. Démontrer que si F est
complet et s’il existe un uniféomorphisme entre E et F', alors F' est complet.

Du dernier corollaire et de la proposition 4.15, on déduit ceci :

Corollaire 4.20 Soit E un espace vectoriel normé. Tout sous-espace vectoriel de
dimension finie de E est une partie fermée de E.

4.2. Exemples d’espaces complets

Espaces vectoriels normés de dimension finie Le premier exemple fondamen-
tal d’espaces complets est celui des espaces vectoriels normés de dimension finie
cf. corollaire 4.19. Cette propriété des espaces normés de dimension finie admet une
application importante, dans le cadre de la théorie des espaces préhilbertiens : le
théoreme de projection sur un sous-espace fermé de dimension finie (théoreme 5.7,
p. 77).

Espaces de fonctions : norme de la convergence uniforme

Proposition 4.21 Si l’espace normé F est complet, alors l'espace Fp(E, F) muni
de la norme uniforme est un espace de Banach.

Démonstration. La démonstration est identique a celle de 1'exemple de l’espace
(>, dont elle constitue une généralisation : si (f,)nen est une suite de Cauchy de
Fo(E, F), on commence a montrer, pour tout x € F, que la suite (f,(z))nen est
de Cauchy, et donc converge dans F' (qui est complet) et 'on note f(z) sa limite.
On vérifie ensuite que la fonction f ainsi définie de F dans F' appartient a ’espace
Fo(E, F), puis que la suite (f,)nen converge vers f pour la norme de cet espace.
Vérifions rapidement ces trois points.

1. Pour tout x € E, la suite (f,(x))nen est de Cauchy. En effet, || f,.(z)— fm(x)] <
|| f. = fll pour tous n,m € N. Comme F' est complet, elle converge vers une
limite que 'on note f(x).
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2. La fonction f ainsi définie est bornée. En effet, la suite (f,,)nen est une suite
de Cauchy, donc elle est bornée dans F,(E, F'). Soit A > 0 tel que, pour tout
neN, ||full <A Alors, six € E, on a || fo(z)| < |[fall < A. En passant a la
limite quand n tend vers U'infini, on obtient || f(x)|| < A. Donc f est bornée et
sa norme uniforme est majorée par A. Ainsi, f € F,(E, F).

3. La suite (f,)nen converge uniformément vers f. Soit € > 0. Soit N € N tel que,
pour tous n,m > N, ||f, — fm| <e. Six € E, on a, pour tous n,m > N,

[fn(2) = fn ()| < [fr = fnll < e

En faisant tendre m vers l'infini, on en déduit que || f,(z) — f(z)] < €, pour
tout n > N, et ceci pour tout x € E. Par définition de la norme uniforme sur
E, ceci montre que || f,, — f|| < e, pour tout n > N.

L’espace Fp(E, F') est donc complet. [

Dans la majorité des cas, 'espace F' considéré dans les applications est K”.

Espaces de fonctions continues bornées

Corollaire 4.22 On suppose que E est muni d’une structure d’espace métrique et
que F' est un espace de Banach.

1. L’espace Cy(E, F) muni de la norme uniforme, est un espace de Banach.

2. En particulier, 'espace CE(E), muni de la norme uniforme, est un espace de
Banach.

3. En particulier, si E est compact, l'espace C*(E), muni de la norme uniforme,
est un espace de Banach.

Les deux derniers points sont bien sur des cas particuliers du premier (n’oublions
pas que toute fonction continue sur un espace compact est bornée). Pour démontrer
le premier, il suffit de vérifier que Cy(E, F) est une partie fermée de 'espace de
Banach F,(E, F') (cf. proposition 4.14), ce qui est le sujet du lemme suivant.

Lemme 4.23 Soit (f,)nen une suite de fonctions continues de E dans F qui con-
verge uniformément vers la fonction f : E — F. Alors la fonction f est continue.

Démonstration. La démonstration est identique au cas connu ou £ = F = R.
Rappelons-la pour mémoire. Soit xy € E. Montrons que f est continue en x( et
pour cela, soit e > 0. Soit ng € N tel que pour tout n > ng, ||fu — fll < €/3,
c’est-a-dire : Par hypothese, la fonction f,, est continue en zy. Donc il existe un
réel a > 0 tel que pour tout = € E tel que d(zg,z) < «a,

o (0) = Fuo@)]] < 5.
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ou d représente la distance sur I’espace métrique E. Or pour tout x € F,

1/ (o) = F(@)I| < [1f (0) = Fo (o) | + [ g (£0) = g ()] + [1fng () = f ().

Donc si de plus d(zg,z) < «, on peut majorer chacun des trois termes par £/3 et
donc || f(zo) — f(2)|| <€, ce qui démontre le lemme. [

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la proposition suivante.

Corollaire 4.24 Soit a € R. L’espace vectoriel CX formé des fonctions continues
a-périodiques de R dans K est un espace de Banach.

EXERCICES

1. Démontrer que Pespace C*(]0,1]), muni de la norme || ||,, avec 1 < p < oo,
n’est pas complet.

2. Démontrer que CF(R™), muni de la norme uniforme, est complet, mais que
CE(R") ne lest pas.

Espaces d’applications linéaires continues Soient E et F' deux espaces vecto-
riels normés. On note a nouveau L(E, F') 'espace vectoriel formé des applications
linéaires continues de F dans F, que 'on munit de la norme définie a la page 27.

Proposition 4.25 Si F' est un espace de Banach, alors il en est de méme de [’espace

L(E,F).

Démonstration. Soit (f,)nen une suite de Cauchy de L(FE, F'). On vérifie d’abord
que, pour tout z € E, la suite (f,(z))nen est de Cauchy dans F' : ceci est simplement
di a ce que, si p,q € N, alors

1o () = fo() | < [ fp = fall 1l

Par conséquent, cette suite (f,(x)),en converge, puisque F' est complet, vers une
limite que 'on note f(z). On vérifie ensuite par un simple passage a la limite que
la fonction f ainsi définie est linéaire :si \,u € Ket z,y € F,

Fo+py) = lim fo(do + py)
= lim (Mfu(z) + pfa(y)
= A Hm fa() b lim ()
= M(x)+pf(y).

On vérifie ensuite que f est continue : la suite (f,)nen, qui est de Cauchy, est
bornée dans L(FE, F') par une constante M > 0; donc, pour tout n € N et tout
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x € B, ||fu(x)| < M||z||. En faisant tendre n vers I'infini, on obtient que, pour tout
x € E, ||f(z)|| < M||z||. Donc f est bien continue et sa norme est majorée par M.
Il reste a vérifier que la suite (f,) converge vers f dans L(E, F). Or, si ¢ > 0, il
existe N € N tel que, pour tous n,m > N et tout z € B(0,1), || fu(z) — fm(2)|| < e.
I suffit maintenant de faire tendre m vers l'infini pour voir que, pour tout n > N,

[fo—fll<e. O

ans le cas particulier ou F' = ce résultat s’exprime sous la forme suivante :
D l ticul F =K, ltat s’ la fi t

Corollaire 4.26 Le dual topologique d’un espace de Banach est un espace de Ba-
nach.

PROBLEME

Soit ' un espace de Banach. On note L(FE) 'espace vectoriel des applications
linéaires continues de E dans E, que ’on munit de la norme définie par :

Tx
I7) = sup 1E2I
L Tl

1. Soient T',S € L(E). Démontrer que ||To S| < ||T|| ||S]-

2. Si T € L(FE), on définit, pour chaque entier n € N, I'application T™ par
récurrence de la maniere suivante :

T° =1 et, pourtout n e N*, Th=T""1oT,

ou I représente l'application identité de E dans E. Vérifier que, pour tous
n,m € N,
™ = TmT" =T,

3. Soit T' € L(E) tel que ||T]| < 1. Démontrer que la série ) 7™ converge
dans l'espace L(E), et que la somme de cette série, notée S, satisfait ’égalité
suivante :

So(I-T)=I—-T)oS=1.

4. Une application T" € L(E) est dite inversible s’il existe S € L(E) tel que
ToS=SoT=1.0nnote O I'ensemble des éléments de L(FE) inversibles. En
utilisant la question précédente, démontrer que I est un point intérieur a O.

5. Soit T € O et soit T € L(E) tel que |T| < 1/||T;"|. Démontrer que Ty — T
est inversible. (Utiliser la question c.)

6. Démontrer que O est une partie ouverte de L(F).
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Application : Exponentielle d’endomorphisme Soit F un espace de Banach.
On note L(E) Iespace vectoriel des endomorphismes continus de E, que I’on munit
de la norme uniforme. On rappelle que I'espace normé ainsi défini est un espace de
Banach et que l'on a, pour tous u,v € L(E), |[uowv| < ||u| ||v]]. Siuw € L(E), on
définit .

u
e = Z H,
neN
les endomorphismes u" étant définis par récurrence par u = I'd (’application iden-
tité de E) et, pour n € N, v = wou™ = u"ou. Puisque |[u"/(n!)|| < [lul|"/(n!), on
voit que la série qui définit e* est absolument convergente dans I’espace de Banach
L(FE), donc convergente, et ceci pour tout u € L(E). L’'élément e¢* de L(FE) ainsi
défini s’appelle I’exponentielle de u. On voit en particulier que e* est une application
linéaire continue.
EXEMPLES (EXERCICES)
1. Si A €K, on aeM =M.
2. Dans toutes les questions suivantes, on suppose que E = K". Démontrer
que si u a pour matrice dans une certaine base de E la matrice diagonale
A = diag (d,...,d,), alors e* a, dans cette méme base, la matrice e4 =
diag (e?, ... ed).

3. Calculer 'exponentielle de la matrice suivante :
cosa —sina
R = . .
sina cosa
L’exponentielle d’'une matrice n x n est définie, on 'aura deviné, en identifiant

celle-ci avec 'endomorphisme qu’elle définit dans la base canonique de K”.

4. Soit I la matrice identité de R™ et soit N = (n; ;) la matrice n x n définie par
n;; = 0sij#1+1, n,41 = 1, pour tous 7, j. Calculer I'exponentielle de la
matrice [ + M.

5. Utiliser le théoreme de décomposition de Jordan pour calculer I’exponentielle
d’un endomorphisme quelconque de K”.

Proposition 4.27 Si u,v sont deux éléments de L(E) qui commutent (c.-a-d. tels
que uov =vou), alors €* oe’ = ",

Démonstration. Cette proposition est une conséquence tres simple du théoreme
suivant :

Théoréme 4.28 (Produit de Cauchy de deux séries) Considérons > u, et
> v, deux séries absolument convergentes de L(E), de sommes respectives s et s'.
La série de terme général

Wy = UgUp + U1VUp_1 + ... T UpVy = g UL V!
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est absolument convergente et sa somme est égale a ss'. La série ) _ est appelée
le produit de Cauchy des deux séries Y u, et > vy,.

La démonstration de ce théoreme est est identique a celle faite pour les séries
numériques, nous laissons au lecteur consciencieux le soin de la refaire dans cas.

Remarquons que nous pouvons appliquer ce théoreme ici car les deux séries
définissant e" et e¥ sont absolument convergentes. D’apres ce théoreme nous avons

evoe’ =) .\ Wn, avec

o +o)"
Zk‘n— ! n'ZCkk ‘= (unlv)’

ce qui démontre la proposition. Rappelons que nous avons le droit d’utiliser ici la
formule du binome de Newton car les deux endomorphismes u et v commutent. [

Corollaire 4.29 Pour tout uw € L(FE), € est un endomorphisme inversible, d’in-
verse e “.

Démonstration. En effet, etoe ™ =e' * =¢e =1d. 0O

EXERCICE Soit u € L(FE).

1. Démontrer que 'application f, de R dans L(E) définie par f, : x +— e*™ est un
homomorphisme de groupes entre (R, +) et (L(E), o). Démontrer de plus que
fu est de classe C* sur R et que sa dérivée est donnée par f, : x — u o e™

2. Soit a € E. Démontrer que 'application ¢ : x +— e™(a) est 'unique application
de classe C! de R dans F satisfaisant I’équation différentielle linéaire suivante :

Ve eR ¢'(z) = u(¢(x)) ; ¢(0) = a.

Espaces L? de Lebesgue, p € [1,+00]| Soit m une mesure sur un espace mesurable
(2, F) et soit p € [1,400]. L'espace Lk (m) a été défini a la page 7.

Théoréme 4.30 (Riesz-Fischer) Pour tout p € [1,00], l'espace L (m), muni de
la norme N, est complet.

Démonstration. D’apres le théoreme 4.13, p. 50, il suffit de démontrer que toute
série normalement convergente dans LP(m) est convergente. Soit pour cela (fi)ken
une suite de LP(m) telle que la série numérique ) | N,(fx) soit convergente. Notons

A= ZNp(fk)~

neN
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Nous voulons démontrer que la suite (S, )nen, définie par la relation :

n

Sh - f%;

k=0

admet une limite dans LP(m). Notons, pour n € N :

In = Z [fel et g= Z | fi-
k=0

keN

La fonction g peut prendre des valeurs finies ou infinies.

— Cas p < co. D’apres le théoreme de convergence monotone, on a :

/\g\p dm = lim /\gn|pdm.

Or, d’apres I'inégalité de Minkowski, on a :
No(gn) <D No(fi) < A.
k=0

Par conséquent, g € LP(m) et N,(g) < A. En particulier, ¢ prend des valeurs
finies m-presque-partout. Notons N = {x € Q; g(z) = 4+o00}. Alors m(N) = 0.
Ainsi, pour tout € N, la série > |fp(z)| est convergente et donc la série
numérique Y fr(z) est absolument convergente et donc convergente. Notons,
pour tout x € €2 :

> filz) sizgN
k=0
0 siz e N.

(3) fx) =

Comme |f| < g, on voit que f € LP(m). Il reste a vérifier que la suite (g,)
converge vers f dans LP(m), ou encore, que :

lim [ |f— Su|Pdm = 0.

n—oo

Il suffit pour cela de constater que |f — S5, [P < (29)? et d’appliquer le théoréme
de convergence dominée.
— Cas p = oo. Pour m-preque tout x € 2, on a :

(4) D If@)] <) Nuolfi) = A.

keN keN

Ceci est dii a ce qu'une union dénombrable d’ensembles de mesures nulles est
de mesure nulle : soit, pour chaque k& € N, Ny I'ensemble (négligeable) des
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x € Q tels que |fr(x)] > Noo(fr). Alors I'inégalité (4) est satisfaite pour tout
x & N, ot N = UgenNg. Ainsi, la série numérique > fi(z) est absolument
convergente, et donc convergente, pour tout z ¢ N. Définissons la fonction f
comme dans la relation (3) ci-dessus. Alors |f| < A et donc f € L*(m). Enfin,
pour tout x € N,

|[f(x) = Sn(2)] = < > Neo(fi):

k=n+1

> ful@)

k=n+1

Donc

oo
pﬁm(f‘_‘sn)f; 2{: p%w(fk)_ﬁ(l
k=n+1
puisque le reste d’ordre n d’une série numérique convergente tend vers 0 quand
n tend vers 'infini.

0

4.3. Le théoreme du point fixe de Banach Une application f d'un espace
métrique (£, d) dans lui-méme (par exemple) est dite contractante si elle est lip-
schitzienne, de rapport strictement inférieur ou égal a 1.

Attention : pour que f soit contractante, il ne suffit pas que, pour tous z,y €
E, on ait d(f(x), f(y)) < d(z,y). Une telle application f est en effet seulement
lipschitzienne de rapport 1. (On pourra considérer par exemple la fonction f définie

sur R par f(z) = Va? +4.)

Théoréme 4.31 Soit (E,d) un espace métrique complet non vide et soit f une
application de E dans E. Si f est contractante, alors f admet un point fixe et
un seul, c’est-a-dire qu’il existe un point unique a € E tel que f(a) = a. Plus
précisément, si a est ce point fize, alors a est la limite de toute suite (z,)neny de E
satisfaisant, pour tout n € N, x,11 = f(x,); enfin, si (T,)nen est une telle suite et
si L € [0,1] est un rapport de Lipschitz de f, alors on a, pour tout n € N,

d(%o,xl)

L".
1-L

(%) d(zy,a) <
Il est important de remarquer que ce théoreme n’est pas seulement un résultat
abstrait d’existence et d'unicité de la solution d’une certaine équation du type f(x) =
x, puisqu’il fournit un procédé constructif permettant de déterminer des valeurs
approchées de la solution a de cette équation, avec un ordre de précision arbitraire :
si I'on veut connaitre une valeur approchée de a avec une marge d’erreur inférieure
ou égale a ¢, il suffit de calculer un certain nombre n de termes d’une certaine suite,
I'inégalité () assurant que le degré de précision requis sera atteint des que

d(Io,xl)

L' <e
-1 ~ =°
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Cette méthode de recherche approchée de la solution d’une équation s’appelle la
méthode des approrimations successives.

Démonstration. Soit xo un point quelconque de E et soit (x,,)nen la suite de E définie
par la relation de récurrence x,1 = f(z,). Soit L > 0 un rapport de Lipschitz de f
strictement inférieur a 1. Alors, pour tout n € N*, on a d(x,, x,11) < Ld(zp,, x,) <
... < L™d(xg,x1). Donge, si p et g sont deux entiers tels que p < ¢ (par exemple),
alors

q—1
d(xp, xq) < d(@p, Tps1) + d(Tpi1, Tpr2) + -+ + d(Tg-1,74) < (Z Lk) d(xo, 1)
k=p

Par conséquent, on a

d($07 I'l)

L*.
1-L

() d(xp, 1) <
Comme la suite (L"),en tend vers 0, ceci montre que la suite (x,,)nen est de Cauchy.
Comme FE est complet, cette suite converge. Soit a sa limite. Alors, en faisant tendre
n vers l'infini dans la relation x,,1 = f(z,), on voit que a = f(a) (on utilise ici le
fait que f est continue en a, ce qui est vrai puisque f est lipschitzienne). Donc a
est un point fixe pour f. L’unicité d'un tel point fixe découle simplement de ce que,
si f(a) = a et f(b) = b, alors d(a,b) = d(f(a), f(b)) < Ld(a,b) et donc, puisque
L < 1, d(a,b) = 0, d’out @ = b. Enfin, la majoration de l'erreur (x) s’obtient en
faisant tendre ¢ vers l'infini dans l'inégalité (xx). D

EXERCICES

1. En utilisant la méthode des approximations successives, déterminer un valeur
approchée de la solution de I'équation cosz = x a 107> pres. (Tout le probleme
consiste ici a trouver un bon espace E sur lequel appliquer le théoreme, puisque
la fonction cosinus n’est pas contractante sur R. Il faut choisir £ de la forme
[a,b].)

2. Méme question avec I’équation 22 = e*~!. Ici, le probleme essentiel est de mettre
cette équation sous la forme f(z) = x, avec f convenable.

2

3. On suppose que (F,d) est un espace métrique compact et que f est une appli-
cation continue de F dans E.

a. On suppose que, pour tous x,y € E, d(f(x), f(y)) < d(x,y). Démontrer
que f admet un point fixe unique.

b. Démontrer que ce résultat est faux si I'on suppose seulement E complet.

c. Démontrer que ce résultat peut étre faux si I'on suppose simplement F
compact et f continue.
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4.

5.

6.
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Démontrer que toute application continue de [0, 1] dans lui-méme admet un
point fixe.

Si n et p sont deux entiers naturels, on définit :

1 1
d(n,p) =10+ +1+p+1
Démontrer que d est une distance sur N et que N muni de cette distance est
complet. Soit de plus f 'application de N dans N définie par : f(0) = 0 et, pour
tout n > 1, f(n) = n+ 1. Vérifier que, pour tous n,p € N, on a d(f(n), f(p)) <
d(n,p), que f admet un point fixe unique mais que pour tout ng différent de ce
point fixe, la suite définie par zo = ng et x,.1 = f(x,) n’est pas convergente.

On considere les fonctions définies sur R? par :
1
A(z,y) = y(3 4 cosx), B(z,y) = Ze_xy'

a. On pose K = [0, 1] x [0,1/4]. Démontrer les inégalités suivantes :

0 1
sup —A(w,y)’ <7 sup '— x y)‘ 4;
(zy)eK |OT (@y)ek |0
0 1 0 1
sup Y P sup |=—B(z,y)| < .
(zy)eK ox Ble )‘ 16 (zw)eK | OY Ble )‘ 4

b. On définit la fonction F' de R? dans R? par :

F(x,y) = (A(z,y), B(z,y)).

Démontrer que F(K) C K.
c. Onnote : ||(z,y)|lx = |z|+ |y| et ||(z,¥)||q) = |z|/8+ |y|. Démontrer que F

n’est pas contractante sur K muni de la norme || [|; (on pourra calculer la
distance de F'(0,0) a F'(0,1/4)), mais qu’elle est contractante sur K muni
de la distance induite par la norme || ||

d. Démontrer que si (z,y) € R? est solution de I'équation :
r =y(3+ cosx),
(5) ooy

alors, nécessairement, (x,y) € K. En déduire que 1'équation (E) a une
solution et une seule dans R2.

7. On considere les normes sur R? définies par :

Izl =zl + 1yl @)l = Va2 +y% (@ y)]lee = max(|z], |y]),

ainsi que :
(@, y)|l; = ple| + |yl,
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ou p est un réel strictement positif.

On pose également :

1 1
F(z,y) = (1—%+Zc052x,2x+zsiny) .

a. Calculer F(0,0) et F(m,0) et montrer que F n’est pas contractante de
(R2 (] [l1) dans (R? || [l1), ni de (R% | [2) dans (R% [ [l2), ni de
(B2 | [loo) dans (R?, ]| loo).

b. Démontrer que, si p est convenablement choisi, la fonction F' est contrac-
tante de (B2, || [2) dans (R2, | ;).

c. La fonction F' admet-elle des points fixes ? Si oui, combien ?

8. Soient I = [a,b], A € R et f une application continue de I dans R. Démontrer
que si |A[(b—a) < 1, alors il existe une unique fonction u € C'(I) telle que :

Ve el u(z) = f(x) + /\/ sin(z u(t)) dt.

9. Soit (£,d) un espace métrique complet et soit f une application de E dans
E. On suppose que, pour un certain entier n, la fonction f* = fo fo...of
(itérée n fois) est strictement contractante. Démontrer que f admet un point
fixe unique dans F.

10. Soient I = [0,a], A € R et f une application continue de I dans R.
a. Siu € C(I), on définit, pour chaque = € I :

(Tu)(x) = f(x) + )\/Ox sin(z u(t)) dt.

Vérifier que la fonction Tu ainsi définie est continue sur I.
b. Soient u et v deux fonctions continues sur /. Démontrer par récurrence que,
pour tout n € N*,
|/\|nx2n

<
< 3.5.7....(2n—1)

Vel [(T"u)(x) — (T"v)(z) [ = 0[] .
En déduire qu’il existe un entier n € N pour lequel T™ est une application
strictement contractante sur C'(I), muni de la norme uniforme.

c. Démontrer qu’il existe une unique fonction v € C(I) telle que T'(u) = w.

Application : le théoreme de Cauchy-Lipschitz Une application importante
du théoreme du point fixe de Banach est le théoreme de Cauchy-Lipschitz, sur I'exis-
tence et I'unicité des solutions de certaines équations différentielles. La démonstra-
tion de ce théoreme est un peu lourde dans toute sa généralité. Pour simplifier les
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choses, nous allons démontrer ce théoreme sous des hypotheses plus resctrictives.
Cela dit, le principe de la démonstration est le méme que dans le cas général.

Le probleme étudié est celui de la recherche des solutions du probleme :

(*) ()= f(z,y(@), y(zo) = 10

On suppose connus l'instant initial 2o € R, la valeur initiale 1o € R? et la fonction
f :(z,y) = f(z,y), de R x R? dans R?; une solution du probleme (*) dans
Iintervalle [a, b] contenant xq est, par définition, une fonction y de classe C* de [a, 0]
dans R? satisfaisant la condition () pour tout x € [a, b].

Nous allons démontrer la version suivante du théoreme de Cauchy-Lipschitz :

Proposition 4.32 Soient a, b, x¢ trois réels tels que a < xo < b. St f est une
application continue de [a,b] x R? dans RY Lipschitzienne en sa deuziéme variable,
c’est-a-dire telle qu’il existe une constante L pour laquelle

(5)  Va € la,b], Y(y1,y2) ER X RY, |[f(z,11) — f(z,92)|| < Lllyr — v2]l,

alors le probléme (x) admet une solution unique dans [a,b].

(Nous renvoyons au cours sur les équations différentielles pour I’énoncé le plus
général.) Dans I'énoncé ci-dessus, la norme || || représente une norme (arbitraire) de
Rd

La démonstration de ce théoreme apparaitra comme un corollaire de la version
suivante du théoreme du point fixe :

Lemme 4.33 Soit (E,d) un espace complet non vide et soit f une application de
E dans E. S’il existe un entier n tel que la fonction f™ est contractante, alors f
admet un point fize et un seul dans E.

La notation f™ représente bien str l'itérée n-ieme de f.

Démonstration. Appliquons le théoreme du point fixe a la fonction f™. Il nous assure
de 'existence et de 'unicité du point fixe de f”, que nous notons a. Tout point fixe
de f étant un point fixe de f", ceci montre 'unicité du point fixe de f, s’il existe.
I1 suffit maintenant de vérifier que a est un point fixe de f. Comme f"(a) = a, on
a f"(a) = f(a), ou encore f"(f(a)) = f(a). Donc f(a) est un point fixe pour f™.
Puisque a est le seul point fixe de f", on a donc f(a) =a. O

Avant de démontrer la proposition 4.32, constatons que si f est continue, une
fonction y de [a,b] dans R? est solution du probleéme () si et seulement si elle est
continue sur [a, b] et si

(xx) Vo € la,b]  y(r) =yo+ /x f(t,y(t))dt.
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C’est la formulation intégrale du probleme (x). (Remarquer en particulier que si f
et y sont continues, la relation (xx) indique que y est nécessairement de classe C'.)
Cette expression (*%) montre que les solutions de notre probleme (%) sont exactement
les points fixes dans l'espace E = C([a,b], R?) de I'application F' qui & tout y € E
associe la fonction F'(y) définie par

Yz € [a, b] F(y)(z) = yo + / x f(ty(t))dt

L’espace E muni de la norme uniforme étant complet, il nous suffit donc de vérifier
que la fonction F' satisfait les hypotheses du lemme 4.33.

Soient y; et yo deux éléments de E. Nous noterons également || || la norme
uniforme sur E. Pour tout = € [a,b], on a

I F(y) (@) = Fly)(0)] < / 1 (892 (2)) = F(, 2(2)) || dt

< L[ 1wl = w0l < Ll — sl 1 el
xo

On en déduit aisément par récurrence que, pour tout entier n € N, on a

T n

vre ot IF @) - )l < 20 gy, ).

Par conséquent,
n n (b — a)n
1™ (1) = F*(y2)ll = ==Ll — w2

b _ n

Or lir+n % = 0. On peut donc choisir un entier n € N tel que L<b “) < 1.
n—+oo

Pour un tel n, 'application F'™ est contractante sur E. Le lemme 4.33 montre alors
que F admet un point fixe unique dans F, ce qui acheve la démonstration de la
proposition 4.32.

EXERCICE Soient K une fonction continue de [a,b]* dans R, g une fonction
continue de [a,b] dans R et A € R. Démontrer qu’il existe une et une seule fonction
continue f : [a,b] — R telle que, pour tout x € [a, b],

fa) = glo) 42 [ " K (e, y)f()dy.

4.4. Prolongement par continuité d’une application uniformément conti-
nue Soit F' une partie dense d’'un espace métrique (F,d) et soit f une application
continue de (F) d) a valeurs dans un espace métrique (G, ). Le probléme est de trou-
ver des prolongements continus de f a ’espace E entier, c’est-a-dire des applications
f, continues de (E,d) dans (G, 4), dont la restriction & F est égale a E.

La permiere constatation simple est que, puisque F' est dense dans F, un tel
prolongement f est unique, s’il existe. Le théoreme suivant fournit une condition
suffisante pour 'existence de f.
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Théoréme 4.34 (Prolongement par continuité) On suppose que F' est dense
dans E, que G est complet, et que f est uniformément continue de F' dans G. Alors
il existe une application continue f et une seule, de E dans G, dont la restriction
0 F est égale o f. Cette application f est elle-méme uniformément continue de E

dans G.

Démonstration. 11 s’agit tout d’abord de définir f(z), pour tout € E \ F. Soit
donc x € E'\ F. L’espace F' étant dense dans F, on peut choisir une suite (x,)nen
d’éléments de F' qui converge vers x. L’application f étant uniformément continue,
elle transforme une suite de Cauchy en une suite de Cauchy. Puisque la suite (x,,)
converge, elle est de Cauchy. Donc la suite (f(z,))nen est une suite de Cauchy dans
I’espace complet G ; donc elle converge vers une limite y € G. Nous posons alors
f (x) = y. Pour que cette définition soit consistante, il faut vérifier que le point y ne
dépend pas du choix de la suite (z,,) de F' qui converge vers z. Soit pour cela (z7,)
une autre suite de F' qui converge vers x et soit ¢’ la limite de la suite (f(2),))nen.
Soit enfin € > 0. Nous allons vérifier que §(y,y’) < . Soit d’abord M € N tel que,
pour tout n > M, §(f(x,),y) < /3 et 6(f(x,),y) < €/3. L’application f étant
uniformément continue sur F', on peut choisir de plus n > 0 tel que, pour tous
2,2 € F,d(z,2) <n= 6(f(z), f(z))) < e/3. Choisissons enfin N € N tel que,
pour tous n > N, d(x,,x) < n/2 et d(z!,,x) < n/2. Alors, si n est un entier tel que
n > max(N, M), on a

d(zp, 2y) < d(@n, ) +d(2,27,) <1,
donc 0(f(zn), f(2),)) < €/3 et, par conséquent,

0(y,y') <0y, f(an)) + 0(f (wn), f(27,)) + 0(f(2,),9) <e.

Donc 6(y, ') < €, et ceci pour tout ¢ > 0. Donc y = 3. L’application f est donc
définie sans ambigiiité. Il reste a vérifier qu’elle est uniformément continue. Soit pour
cela € > 0 et soit 7 > 0 tel que, pour tous x,x’ € F,

d(z,2') <n=0(f(z), f(«) <e.

Soient maintenant x,z’ deux points de E tels que d(z,2’) < n et soient (z,)nen €t
(2] )nen deux suites de F' qui convergent vers, respectivement, x et z’. Choisissons
un entier N € N tel que, pour tous n > N, d(z,x,) < (n—d(z,2"))/2 et d(2’,x]) <
(n — d(x,2"))/2. Alors, pour n > N, on d(x,,x,) < n et donc 6(f(x,), f(z])) < e.
Un passage a la limite lorsque n tend vers I'infini montre alors que d(y,y") < ¢, ce
qui démontre que f est uniformément continue. 0

EXERCICE Démontrer que, si de plus f est lipschitzienne, alors f I’est aussi.

Toute application linéaire continue étant lipschitzienne et donc uniformément
continue, on déduit du théoreme ci-dessus le corollaire qui suit :
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Corollaire 4.35 Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé E et
soit f une application linéaire continue de F dans un espace vectoriel normé G.
Si F' est dense dans E et si G est complet, alors il existe une application linéaire
continue f et une seule de E dans G dont la restriction & F est égale a f. De plus,

£ =111

Démonstration. La seule chose & démontrer est que I'application f dont D'existence
et I'unicité sont garanties par le théoreme ci-dessus est linéaire et que les normes
de f et de f sont égales. La linéarité se démontre sans difficulté : si z,2’ € E et
A i € K si de plus la suite (z,)nen est une suite de F' qui tend vers x et (2,)nen
est une suite de F' qui tend vers 2/, alors la suite (Ax,, + p2!)),en est une suite de F
qui tend vers Ax + px’. Donc, par construction de 1,

fOw +py) = tim fr + p) = Af(2) + pf(2').

(La derniere égalité provient de la linéarité de f et de la définition de f(x) et de
f(2").) Donc f est linéaire. Déterminons enfin sa norme. On a :

Ifll="sup [If(2)].

zeE,||z||=1

Comme F C E et comme f et f coincident sur F, alors clairement, ||f|| < |f]|-
Vérifions I'inégalité inverse. Soit « un vecteur de E de norme 1 et soit (x,),en une
suite de F' qui converge vers x. Pour tout n € N, on a :

1F @)l = If @)l < (L1 llzall.

En faisant tendre n vers linfini, ce qui est possible car toutes les applications
considérées ici sont continues, on obtient || f(z)|| < || f]|||x]|. Donc ||f]| < ||f]|. O

Application : lintégrale de Riemann de fonctions a valeurs dans un
espace de Banach (exercice) Soient [a,b] un intervalle de R et £ un espace de
Banach. On cherche a définir 'intégrale d’une fonction continue et plus généralement
d’une fonction réglée de [a, b] dans E.

1. Intégrale d’une fonction en escalier. Une fonction en escalier de [a,b] dans E
est une fonction constante par morceaux, c’est-a-dire une fonction telle qu’il
existe une subdivision g = a < 1 < --- < x,, = b de l'intervalle [a,b] et des
vecteurs vy, ...,v,—1 de E tels que, pour tout i < n — 1 et tout = €|z;, 1],
f(z) = v;. On définit alors U'intégrale de f sur [a, b] par

n—1

b
I(f) = / fa)de = (x4 — zi)vr.

1=0
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On note & l'espace vectoriel des fonctions en escalier sur [a, b], que 'on munit de
la norme uniforme : || f{|oc = sup,e(q 4 | f(2)]|. Vérifier que I est une application
linéaire continue de £ dans F, de norme b — a. Vérifier également que si f € &,
alors pour «, (3, v réels quelconques dans [a, ],

/aﬂf(x)d:v = /:f(a:)dx%—/jf(:v)da:

(relation de Chasles), ou 'on convient de noter, si u > v,

/uv flz)de = _/vu f(z)dz.

. Une fonction de [a,b] dans E est dite réglée si et seulement si elle est la li-

mite uniforme d’une suite de fonctions en escalier. Vérifier que toute fonction
continue de [a, b] dans E est réglée.

. Soit R l'ensemble des fonctions réglées de [a, b] dans E. Démontrer que R est

un sous-espace fermé de 'espace F([a, b], F) muni de la norme uniforme. Ainsi,
R muni de la norme uniforme est un espace de Banach.

Intégrale d’une fonction réglée. Démontrer que I se prolonge de maniere unique
sur R en une application linéaire continue J de norme b—a. Pour chaque f € R,
I'image de f par cette application est évidemment notée

J(f) = / ()

. Vérifier que la relation de Chasles écrite plus haut est valable pour toutes les

fonctions réglées. Vérifier également que si F' est une forme linéaire continue
sur F et si f € R, alors F o f est une fonction réglée de [a, b] dans K et

. Démontrer que pour toute fonction f de R,

< [ 1@l

/ab f(z)dz

4.5. Le théoreme de Baire Soit X un espace métrique quelconque. Deux joueurs,
Pierre et Paul, jouent au jeu suivant (appelé jeu de Choquet) : Pierre choisit un
ouvert U; non vide dans X, puis Paul choisit un ouvert non vide V; inclus dans Uy,
puis Pierre choisit un ouvert non vide U, inclus dans Vj, et ainsi de suite. A la fin
de la partie les deux joueurs ont ainsi défini deux suites décroissantes d’ouverts non
vides (U,,) et (V,) telles que pour tout entier n,

Un 2 Vn Q Un—',-l-
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Remarquer que NyenU, = NuenVy. Notons U cet ensemble. Pierre a gagné la partie
si U est vide et Paul si U n’est pas vide. On dit que I'un des joueurs a une stratégie
gagnante s’il a une méthode lui permettant de gagner a tous les coups, quelle que
soit la facon de jouer de son adversaire. Ainsi, il est impossible que les deux joueurs
aient une stratégie gagnante. Par contre, il n’est a priori pas certain que I'un des
deux en ait une.

1.

Démontrer que si dans 'espace X il y a un ouvert non vide O qui est une
réunion dénombrable de fermés F,, d’intérieurs vides, alors Pierre a une stratégie
gagnante.

Indication. Pierre commence a jouer U; = O et a chaque choix V,, de Paul,
Pierre répond V,, \ F,.

. Démontrer que si X est complet, Paul a une stratégie gagnante.

Indication. Si (F),) est une suite décroissante de fermés de X dont le diametre
tend vers 0, alors I'intersection des F}, n’est pas vide.

. Application : le théoreme de Baire. Soit X un espace complet. Démontrer

qu’aucun ouvert de X n’est la réunion d’une famille dénombrable de fermés
d’intérieurs vides.

On suppose ici que X est localement compact, c’est-a-dire que tout point de X
admet au moins un voisinage compact. Démontrer qu’alors Paul a une stratégie
gagnante. En déduire que dans X aucun ouvert n’est réunion d’une famille
dénombrable de fermés d’intérieurs vides.

Indication. L’intersection d’une suite décroissante de compacts non vides n’est
jamais vide.

. Supposons que X = R\ Q muni de la distance usuelle. Démontrer que X n’est

ni complet, ni localement compact, mais que pourtant Paul a une stratégie
gagnante et que donc le théoreme de Baire est vrai dans X.

Indication. Numéroter les rationnels : Q = {r,},en et montrer qu'a chaque
choix U,, de Pierre, Paul peut répondre par V,, = I,, \ Q, ou I, est un intervalle
ouvert non vide de R tel que I, \ Q C U, d(I,,)) < 1/n et r, & I,.

. Corollaire : le théoreme de Banach-Steinhaus. Soient E un espace de Banach,

F une espace vectoriel normé et (T,),en une famille d’éléments de L(E, F') telle
que pour tout x € E, I'ensemble {||T,,(x)||, n € N} est borné. Démontrer que
{||T.|l, n € N} est borné.

Indication. Démontrer qu’il existe une entier £ € N pour lequel ’ensemble
Fp={z € F tq VYneN |T,(z)|| <k} est d'intérieur non vide et donc
contient une certaine boule B(a, ), puis démontrer que pour tout n € N,

1
I < (sup ITn(@)l] + k) .
r meN

Démontrer qu’un espace de Banach de dimension infinie ne peut avoir une
famille génératrice dénombrable. Par exemple R[X]| ne peut étre muni d’une
structure d’espace de Banach.
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10.

. Soit (T,,) une suite d’opérateurs linéaires continus d'un espace de Banach E
)
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Indication. Si ce n’était pas le cas cet espace serait une union dénombrable de
fermés d’intérieurs vides.

. Démontrer qu'un espace de Banach de dimension infinie ne peut étre une

réunion dénombrable de compacts.

)

dans un espace vectoriel normé F' tels que, pour tout x € E, la suite (T, (z
est convergente. Démontrer que 'application 7' de E dans F’ deﬁme par T'(z)
lim,, .o 75, () est linéaire et continue.

Convergence faible dans les espaces LP. Exemples. Soient p € [1,00] et p’ son
exposant conjugué : (1/p + 1/p’ = 1. On dit qu'une suite (f,)neny de LP(m)
converge faiblement vers 'élément f de LP(m) si

VgELp/( lim /fngdm /fgdm

n—+0o

Pour distinguer, on dira ici qu'une suite de LP(m) converge fortement dans

LP(m) si elle converge au sens de la convergence dans I’espace normé LP(m).

a. Démontrer que toute suite de LP(m) fortement convergente est faiblement
convergente.

b. On suppose que m est la mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne de R?
et que 1 < p < oo. Soit f € LP, nul & l'extérieur de la boule unité de R?
et de norme 1 dans LP. Soit, pour chaque entier n € N, f,(x) = n¥/? f(nz).
Démontrer que la suite (f,,) est une suite de norme 1 dans LP qui converge
presque partout et faiblement dans LP vers 0, mais pas fortement.

c. Démontrer que toute suite de LP(m) qui converge faiblement est bornée.

d. On suppose que 1 < p < oo. Démontrer qu'une suite (f,) de ¢ converge
faiblement vers f € (P si et seulement si elle est bornée et si

vieN  lim (i) = f(0)

e. Donner un exemple dans /2 d’une suite qui converge faiblement mais pas
fortement.

f. Lemme de Schur. Démontrer qu’une suite de ¢! converge faiblement si et
seulement si elle converge fortement (vers la méme limite).
Indication. Supposer que ce n’est pas le cas.
i. Démontrer qu’alors il existe une suite (f,,) d’éléments de ¢! de norme
1 qui converge faiblement vers 0 et donc, en particulier, telle que pour
tout i € N, f,,(i) — 0.
ii. Construire par récurrence deux suites d’entiers strictement croissantes,
(1;) et (n;), telles que pour tout entier j,

Iia +00
> 1, ()] < 7 fa, ()] <
=0

i=1;+1

o'lln—n
O‘ll'—‘



iii.

iv.
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Soit h : N — N satisfaisant les propriétés suivantes : si ¢ est tel que
Iy < i < I, alors |h(i)] = 1 et f,, (4)h(i) = |fn,(i)]. Démontrer que
pour tout entier j,

1
> fuln) =
i=Tj_1+1

et en déduire que

1
> —.
)

> Iy (0)R(0)

En déduire que la suite (f,,) ne converge pas faiblement vers 0 et
conclure.
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5. Espaces préhilbertiens, espaces de Hilbert

5.1. Définitions, propriétés élémentaires, exemples On considere, dans tout
ce chapitre, un espace vectoriel E sur K = R ou C. On appelle produit scalaire sur
E toute application (.|.) de E x E dans K telle que
1. pour tout y € E, l'application (.|y) : E — K définie par z — (x|y) est
linéaire ;
2. -siK=R :Vx,y € E, (y|z) = (z|y) (propriété de symétrie) ;
~siK=C :Va,y € E, (y|z) = (z|y) (propriété d’ antisymétrie, ou de symétrie
hermitienne) ;
3. pour tout = € E, (z|x) € R*;
4. pour tout z € E, (z|r) = 0 si et seulement si z = 0.
Une application satisfaisant les propriétés 1., 2. et 3. (mais pas nécessairement 4.)
est appelée un semi-produit scalaire.

Le couple constitué d’'un espace E et d’un produit scalaire sur E est appelé
espace préhilbertien réel (si K = R) ou compleze (si K = C). On omet le qualificatif
réel ou compleze s’il n’y a pas de confusion possible ou si K n’a pas besoin d’étre
précisé.

Remarque. Supposons que (. |.) est une application de E'x E dans K qui satisfait les
propriétés a et b. Si K = R, alors pour tout z € E, I'application (z|.) :yw— (z]y)
est linéaire de F dans R; si K = C, alors Vx,y,z € E, VA, u € C,

(2[Ay + 2) = Aaly) + i),
Dans ce cas, 'application (z|.) est dite antilinéaire. Comme conséquence des pro-
priétés a et b, on voit aussi que, pour x,y € E
- siK=R : (z+ylr+y) = (z]x) + (yly) + 2(x]y) ;
-siK=C : (x+ylr+y) = (z|z) + (yly) + 2 Re(z]y).
Ezemples
1. Soit £ = R% Si ay,...,aq sont des réels positifs ou nuls, la relation (z|y) =
Z?zl a;x;y; définit sur E un semi-produit scalaire, qui est un produit scalaire
si et seulement si tous les a; sont strictement positifs.
Dans le cas ou a; = 1 pour tout j, I'espace E, muni de ce produit scalaire, est
appelé 'espace euclidien canonique de dimension d.
Si £ = C?et ay,...,ag > 0, on définit de méme, par la relation (z|y) =
2?21 a;x;y;, un semi-produit scalaire sur £ qui est un produit scalaire si tous
les a; sont strictement positifs. Si a; = 1 pour tout j, I'espace E, muni de ce
produit scalaire, est appelé I'espace hermitien canonique de dimension d.

2. Soient @ > 0 et E = C¥ I'ensemble des fonctions de R dans K continues et
périodiques de période a. La relation

(flg) = /f si K=R,
(flg) = /f si K=C
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définit sur E une structure d’espace préhilbertien.

. Soient m une mesure sur un espace mesurable (Q, F) et LZ(m) l'espace, déja
introduit a la page 8, des (classes de) fonctions f de Q dans K, F-mesurables
et de carré intégrable, c’est-a-dire telles que [|f|?*dm < +oco0. On munit cet
espace du produit scalaire défini par

(f|g>=/fgdm i K=R;
Tl = [ fgam s x-c

Nous voyons que (f|f) = 0 si et seulement si f = 0 m-presque partout, c’est-
a-dire si f = 0 puisque dans L?(m) les fonctions égales m-presque partout sont
identifiées.

. (Un cas particulier de I'exemple précédent.)

Soit ¢ une application continue d’'un intervalle réel I dans ]0, +00[. La mesure
définie sur [ par :

m(A) = /A 6(z) da

définit, comme ci-dessus, ’espace que nous noterons Li([ ) (cette notation n’est
pas standard), formé des fonctions f Lebesgue-mesurables de I dans K telles
que la quantité

1£lls = / (@) Po(x)de

est finie. Le produit scalaire sur cet espace est défini par

(flg)s = / f@)g(@)é(@)dr  si K=R;
(fl9)s = / f@)g@é(e)dr  si K=C.

Notons que, puisque ¢ > 0, deux fonctions sont égales m-presque partout si et
seulement si elles sont égales presque-partout pour la mesure de Lebesgue.

. Comme autre cas particulier de 1’exemple 3, considérons ¢? ’espace vectoriel
des suites (up)nen & coefficients complexes et de carré sommable, c’est-a-dire
telles que Y-, |un|? < +o0. Il est muni d’une structure d’espace pré-hilbertien
avec le produit scalaire défini par

(xly) = wyn st K=R;

neN

(xly) =) 2,7, si K

neN

I
a
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Nous savons que (2 = L?*(m), ot m est la mesure de comptage sur N. Plus
généralement, si I est un ensemble quelconque, la mesure de comptage sur [
est la mesure m sur la tribu discrete F = P(I) (ensemble des parties de I)
définie par m(A) =card (A) < 4o00. Les fonctions sur [ sont en général notées
de fagon indicielle : x = (z;);er et, si x est a valeurs positives, on utilise la
notation Y ._, x; pour représenter f xdm < 4o00. On vérifie aisément qu’alors

in: sup Z:L’Z < +o00,

iel JEPs(I) 7

icl

olt P#(I) est Pensemble des parties finies de I. Si p > 1, L'espace L (m) est ici
noté (i (I) et, pour tout = € l(I), on note >, x; = [ xdm.

Le seul ensemble négligeable pour la mesure m étant I’ensemble vide, on a aussi
L% (m) = (%(I), qui est donc muni d’une structure d’espace préhilbertien avec
le produit scalaire défini par

(x\y)=2xiyz- si K=R;

iel
(x|y) = Zl‘i@ si K=C.
iel
On supprime ’argument I des notations lorsque I = N.

EXERCICE Soit x une fonction de / dans R*. Démontrer que si ) .,
alors 'ensemble J défini par J = {i € I t.q. x; # 0} est dénombrable.

T; < +00,

Indication. Vérifier que J est la réunion des ensembles F,, définis pour chaque entier
naturel strictement positif n par E, = {i € I t.q. z; > 1/n}.

Une propriété fondamentale des semi-produits scalaires est la suivante.

Proposition 5.1 (Inégalité de Schwarz) Soit E un espace préhilbertien. Pour
tous v,y € E on a

[(z]y)]* < (z|2)(y]y).

Démonstration. Soient x,y € E. On peut supposer (y|y) # 0 car, sinon, I'inégalité
recherchée est évidente. Notons :

_ (z]y)
" ly?

Le probleme revient a démontrer que (p|p) < (z|z). Tout d’abord, un calcul simple
montre que (x — p|p) = 0. On en déduit que :

(z|z) = (x —p+plr —p+p) = (x — plr —p) + (p|p),

ce qui démontre le résultat attendu puisque (z — plx —p) > 0. O
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Corollaire 5.2 Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (.|.). La
relation ||x|| = (x|x)Y? définit une norme sur E.

Démonstration. 11 suffit de vérifier I'inégalité triangulaire. Or

lz+yl* =l + lyll* + 2 Re(z]y)
< lal® + llyll* + 201z lyl
= (llzll +llglh*. O

Dans la suite, si F est un espace préhilbertien, on notera (sauf précision contraire)
(.].) le produit scalaire sur E et || .|| la norme associée. On peut remarquer que la
donnée de la norme sur F permet de retrouver le produit scalaire, par exemple dans
le cas ou K = C, par les formules suivantes :

((llz 4yl = lzl* = llyll®) 5

Smely) = 5 (= +al)” =l = llyll*)

Re(zly) =

| =N =

Un espace préhilbertien complet pour la norme définie par son produit scalaire
est appelé espace de Hilbert. Donnons-en les exemples fondamentaux.

1. Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.

2. Si m est une mesure sur un espace mesurable (Q, F), Uespace L?*(m) muni du
produit scalaire défini dans 'exemple 3 ci-dessus est un espace de Hilbert., en
vertu du théoreme de Riesz-Fischer (Th. 4.30, p.58).

En particulier, 'espace £2(I) (cf. exemple 5 ci-dessus) est un espace de Hilbert, pour
tout ensemble I. (Ce cas particulier est en fait le cas général, cf. théoreme 5.22 plus
bas et exercice 5.6., p. 94).

Exemples
1. Si E = C¥ (exemple 2 ci-dessus), la norme est donnée par

11 = ([ 1) "

2. Soient I un intervalle de R et ¢ une application continue de R dans |0, +00[. La
norme dans l’espace préhilbertien Li([ ) défini a 'exemple 4, p. 73 est donnée

par
111 = [ 170)Pot) -

3. Si E = {2 (cf. exemple 5, p. 73),

U<§:wf>m-

neN
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Corollaire 5.3 Soit E un espace préhilbertien. Pour chaque y € E, la forme liné-
aire ¢, = (. |y) est continue et sa norme dans le dual topologique E' de E est égale

a [|yll.

Démonstration. Par I'inégalité de Schwarz, |¢,(x)| < ||z| ||y|| pour tout = € E et
donc ¢y € E et [|¢y[| < [yl Par ailleurs, ¢,(y) = [[yl|* et donc [|¢y[| = [[yll. O

Ainsi, 'application y — ¢, est une isométrie de E' dans E’, linéaire si K = R et
antilinéaire si K = C.

Proposition 5.4 (Cas d’égalité dans I’inégalité de Schwarz) Soient x et y
deuzr éléments d’un espace préhilbertien E. Alors |(xz|y)| = ||z||.||y|| si et seulement
st x ety sont liés.

Démonstration. La condition est clairement suffisante. Démontrons qu’elle est néces-
saire. Supposons par exemple que K = C et |(z|y)| = ||z.]|y||- Soit € un nombre
complexe de module 1 tel que Re(e(z|y)) = |(x]y)|. Alors ||(||z]ly — e||y||z)||* = 0 (il
suffit de développer le carré) et donc ||z|ly — ¢lly||lz = 0. O

Une conséquence immédiate mais utile de la définition de la norme d’un espace
préhilbertien est 1identité du parallélogramme

Proposition 5.5 St x et y sont deux éléments quelconques d’un espace préhilber-

tien, alors

2 2

r+y
2

r—y
2

1
= Skl + Iyl

Orthogonalité Deux éléments x et y d’un espace préhilbertien E sont dits ortho-
gonauz si (xz|y) = 0. La relation d’orthogonalité ainsi définie, notée L, est bien str
symétrique. L’ orthogonal d’une partie A de E est, par définition, 'ensemble noté A+
formé des éléments orthogonaux a tous les éléments de A. Ainsi, avec les notations
du corollaire 5.3,

At = m Ker(¢,).

yeEA

Il en résulte que A est un sous-espace vectoriel fermé de E. D’autre part, z € A+
si et seulement si A C Ker ¢,, c’est-a-dire, puisque Ker ¢, est un sous-espace fermé,

si et seulement si [A] C Ker ¢, (ou [A] est I'espace vectoriel engendré par A). Donc
At = ([AD*

Une conséquence immédiate de 1'orthogonalité de deux vecteurs est le théoréme de
Pythagore :
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Proposition 5.6 Si z et y sont deux vecteurs orthogonaux d’un espace préhilber-
tien, alors
2
=+ yll* = ll=l* + Iyl

Ce résultat s’étend par récurrence a un nombre fini de vecteurs deux a deux
orthogonaux xy, ..., @, : || 30 ;ll> = 320, [lall*.
EXERCICES
1. Soit E un espace vectoriel normé sur C. Démontrer que la norme ||.|| pro-
vient d’'un produit scalaire si et seulement si elle satisfait 1’égalité du pa-
rallélogramme :

V(z,y) € E* lz +yll* + llz — yl* = 2(ll2]* + [ly]1*)

et que dans ce cas le produit scalaire qui définit ||.|| est le suivant :

1 : : : :
(%) (ely) = 7z +yl* = llz = y|* +illz + iyl —illz — ayl).

Indication. Pour démontrer que la condition est suffisante on pourra considérer
I'application (.|.) définie en (x) et démontrer successivement qu’elle satisfait
les propriétés suivantes :
a. pour tout z € E, (z|z) = ||z||*;
b. pour tout (z,y) € E?, (z|y) = (y|z);
c. pour tout (z,y,2) € E3, (v +y|z) = 2(x|2/2) + 2(y|z/2) ;
d. pour tout (z,y,2) € E3, (z + y|z) = (x]2) + (y]2);
e. pour tout (z,y) € E? et A € C, (Az]y) = \(z|y).

2. Démontrer que si (z,) et (y,) sont deux suites contenues dans la boule unité
d’un espace préhilbertien telles que (z,|y,) — 1 alors ||z, — yn| — 0.

3. Cube de Hilbert. Soient ¢ = (¢, )nen € €% et C lensemble des éléments = de £>
tels que |x,| < |c,| pour tout entier naturel n. Démontrer que C' est compact.
Indication. Utiliser le théoreme de Tychonoft.

5.2. Théoreme de projection Un des outils principaux qui font l'intérét de la
structure pré-hilbertienne est le théoreme de projection. On suppose ici que E est
un espace préhilbertien et I'on note (. |.) son produit scalaire, || .|| sa norme et d la
distance définie par cette derniere.

Théoreme 5.7 Soit F' un sous-espace vectoriel complet de E et C' une partie fer-
mée, convexe et non vide de E contenue dans F. Alors, pour tout point x de E, il
existe un unique point y de C' tel que

[ =yl = d(z,C).

Ce point, appelé projection de x sur C' et noté Po(x), est caractérisé par la propriété
sutvante
(x) yel et VzeC Re(xr—ylz—y) <0.
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Démonstration. Soit x € E. Démontrons d’abord I'existence de la projection de x
sur C. Par définition de 0 = d(z, C), il existe une suite (y,,) de C telle que

1
Vn >1 |z —yal? < 8+ —.
n

En appliquant l'identité du parallélogramme aux vecteurs z — vy, et z — y,, pour
n,p > 1, on obtient

Yn — Yp

_yn+yp
|- 272 ]

2
1
. = 5 (le = wl + lz = ).

2
+ ‘

Puisque C' est convexe, (y, + v,)/2 est un point de C' et donc

1 || ||2 < 1/1 n 1
ce qui démontre que la suite (y,) est une suite de Cauchy de C. L’ensemble étant
une partie fermée de I'espace complet F', cette suite converge vers un élément y de
C qui vérifie certainement ||z — y||* = 6°.

Supposons ensuite que deux points y; et yo de C sont tels que ||z — 1| =
|l — y2|| = 0. En appliquant Iidentité du parallélogramme comme précédemment,
on obtient ||y; — ya]|? <0, c’est-a-dire y; = yo, ce qui démontre I'unicité de Po(z).

Vérifions maintenant que le point y = Po(x) satisfait la propriété (x). Si z € C,
alors pour tout t €0, 1], le point (1 — t)y + tz appartient & C' (qui est convexe) et
donc

lz — (1 =)y —t2|* > [l — g%,
soit, en développant,
2y — 2> + 2t Re (z — yly — z) > 0.
En divisant par ¢ puis en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
Re(r —ylz —y) <0.

Supposons réciproquement qu'un point y de C' satisfait (x). Alors, pour tout z € C,

lz =2l = Iz —y)+ -2
= o —yl* +lly — 2I° + 2Re(z — yly — 2) = [lz — y|I*

et donc y = Po(z). O

Remarque 1. Dans le cas ou K = R, la caractérisation (x) (ou Re ne figure pas)
exprime que Pg(z) est I'unique point y de C' tel que, pour tout z € C, angle des
vecteurs © — y et z — y est obtus (i.e. supérieur ou égal a m/2).

Remarque 2. Le théoreme est en particulier vrai si C' est un sous-espace vectoriel
de dimension finie de F.

La condition (x) permet de démontrer que Pc est une contraction (et donc, en
particulier, est continue).
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Proposition 5.8 Sous les hypothéses du théoreme 5.7, on a

Vi, € B [ Po(a1) = Po(@2)]| < |lz — z2||.

Démonstration. Notons y; = Po(x1) et ya = Po(xs). Tout d’abord,

Re(xy —wo|yr —12) = Re(wr — yo|y1 — y2) + Re(y2 — 22|ly1 — v2)
= Re(z1 — iy — v2) + |y — v2l|* + Re(ya — za2lys — vo)
> ”yl - y2|‘2'

Donc, par l'inégalité de Schwarz, |ly1 — yo||* < ||z1 — z2||.|ly1 — v2]| et, finalement,
ly1 = woll < [loy — 2| O

On considere maintenant le cas des projections sur des sous-espaces vectoriels de
E.

Proposition 5.9 Soit F' un sous-espace vectoriel complet de E. Alors Pr est une
application linéaire continue de E sur F'. Si x € E, alors Pr(x) est ['unique élément
y € E tel que

yeF et x—yeFt

Démonstration. La condition (x) du théoreme 5.7 s’écrit
yelF et VzeF Re(r—ylz—y) <0.

Orsiy € F et A € C*, application 2’ — z = y + Az’ est une bijection de F sur F.
La condition (x) est donc équivalente a

yeEF et Ve F YAeC RelAx—1yl)] <0,
ce qui équivaut manifestement a
yeF et v —yeF*

La linéarité de Pr s’en déduit aisément. 0O

Corollaire 5.10 Pour tout sous-espace vectoriel complet F de E,
E=FoF*

et le projecteur sur F' associé a cette somme directe est Pp.

Démonstration. Si x € E, x = Pr(x) + (x — Pr(x)) et, par la proposition 5.9,
Pp(z) € F et x — Pp(z) € F*. D’autre part, si € F N F*, alors (z|z) = 0 et donc
r=0.0
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Sous les hypotheses précédentes, Pr est appelé projecteur orthogonal sur F.

Corollaire 5.11 Si E est complet, alors, pour tout sous-espace vectoriel F' de FE,
E=F@F+.

En particulier, F est dense dans E si et seulement si F+ = {0}.
Démonstration. 11 suffit de se rappeler que FX = F+. O

Corollaire 5.12 51 E est un espace de Hilbert et F' est un sous-espace vectoriel de
E, alors F = F++.

Démonstration. On a clairement F' C F L et donc, puisque F est fermé, F C
F++ D’autre part, on a & la fois E = F @ Ft* et E = F+ @ F*. On en déduit
immédiatement le résultat. 0O

Exercices
1. Soit E un espace de Hilbert.

a. Soient C] et Cy des parties convexes, fermées et non vides de E telles que
C7 C (5. Démontrer que pour tout x € F,

| Poy (x) — Poy (2)|* < 2 (d(z, C1)* — d(z, C2)?) .

Indication. Appliquer 'identité du parallélogramme aux vecteurs  — Pg, ()
et © — Pg, (7).

b. Soient (C,,) une suite croissante de convexes fermés non vides et C' I'adhé-
rence de leur réunion.

i. Démontrer que C' est un convexe fermé.
ii. Démontrer que pour tout x € E, lim, o Pe, () = Po(z).
Indication. Commencer par démontrer que

lim d(z,C,) =d(z,C).

n—-4o0o

c. Soient (C),) une suite décroissante de convexes fermés non vides et C' leur
intersection.

i. Démontrer que si C' n’est pas vide, alors pour tout x € F,

lim Pg, () = Po(x).

n—-+o0o
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ii. Démontrer que si C' est vide, alors pour tout = € F,

lim d(z,C,) = +oo.

n—-+o0o

(Ceci démontre en particulier que sil'un des C,, est borné, alors C' n’est
pas vide. Remarquer que ce résultat est faux si ’on suppose simplement
que E est un espace de Banach : considérer par exemple E = C([0, 1])
et Cp,={feEtq|f|<1, f(0)=1etVax>1/n f(z)=0}.)
a. Soit a un élément non nul d’un espace de Hilbert E. Démontrer que pour
tout © € F,
|(z]a)]

e ) = T

b. Soit F' le sous-espace vectoriel de E = L?([0,1]) (cf. p. 90) défini par

F—{fcEtq /0 f(z)dz = 0}.

Déterminer F'*. Calculer la distance & F de 1'élément f de E défini par

f(z) = e

3. Soient m une mesure sur un espace mesurable (2, F) et (A4, ),en une suite de

parties mesurables de €2 formant une partition de €. Pour chaque entier naturel

n on définit :
B={rertm . [ ifan—o}.
Q\A,

Démontrer que les E,, sont deux a deux orthogonaux et que leur réunion en-
gendre un sous-espace dense dans L*(m).
Pour chaque n € N expliciter la projection orthogonale de L*(m) sur E,,.

Soit P une application linéaire continue d’un espace de Hilbert E dans lui-
meme.

a. Démontrer que P est un projecteur orthogonal (sur un sous-espace fermé
de F) si et seulement si P2 = P et || P| < 1.

b. Démontrer que si P est un projecteur orthogonal, alors
Va,y € B (Pxly) = (z[Py) = (Px|Py).

Soit ¢y 'ensemble des suites presque nulles de nombres complexes, que l'on
munit du produit scalaire suivant :

(zly) = Z il
ieN
Soit f la forme linéaire sur cqy définie par

f@=3 75

i€N
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a. Démontrer que f est continue.

b. Soit F' = Ker f. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel fermé strict
de coo et que F+ = {0}. (L’hypothese que E est complet ne peut donc étre
supprimée de 1’énoncé du corollaire 5.10.)

5.3. Théoreme de représentation de Riesz On suppose dans ce paragraphe que
E est un espace de Hilbert. Le théoreme de représentation de Riesz énoncé ci-dessous
décrit le dual topologique de E.

Théoréme 5.13 (Riesz) L’application de E dans E' définie par y — ¢, = (.|y)
est une isométrie surjective. En d’autres termes, pour toute forme linéaire continue
¢ sur E, il existe un unique y € E tel que

Vee £ ¢(x) = (z[y)
et, de plus, |[o]| = |yl

Démonstration. Le caractere isométrique a été vu au corollaire 5.3. Démontrons
la surjectivité. Soit ¢ € E’ tel que ¢ # 0. On sait (corollaire 5.10) que F =
Ker ¢ @ (Ker ¢)* puisque, ¢ étant continue, Ker ¢ est fermé. Vérifions tout d’abord
que l'espace (Ker ¢)* est de dimension 1. Soit e un élément non nul de (Ker ¢)=.
Remarquons que ¢(e) # 0. Pour tout z € (Ker ¢)+, nous voyons que

¢(x)
¢(e)

et donc, par conséquent, r = %e. L’espace (Ker @)+ est donc engendré par le

vecteur e, que l'on peut choisir de norme 1. Soit y = ¢(e)e si K = C, ou y = ¢(e)e si
K =R. Alors ¢,(e) = ¢(e) et ¢, = 0 sur Ker ¢. Il en résulte que ¢, et ¢ coincident
sur (Ker ¢)* et sur Ker ¢, et donc ¢ = ¢,. 0O

e € Ker ¢ N (Ker ¢)*,

Rappelons que cette isométrie est linéaire si K = R et antilinéaire si K = C.

Nous étudions dans la suite de ce paragraphe quelques applications importantes
du théoreme 5.13.

5.4. Opérateurs linéaires continus sur un espace de Hilbert Rappelons que
L(F) désigne I'espace des applications linéaires continues (ou opérateurs) de £ dans
E. On note par le méme symbole la norme dans F et la norme associée dans L(E).
On désigne par I l'identité de F.

Proposition 5.14 Pour tout T € L(E) il existe un unique opérateur T* € L(E)

tel que
Ve,ye B (Tzly) = (z|T™y).

Lopérateur T* est appelé 'adjoint de T'. De plus, ||T*| = ||T|-
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Démonstration. Soit y € E. L’application ¢, o T : x — (Tx|y) est un élément de
E’ et donc par le théoreme 5.13 il existe un unique élément de F, que I'on note T*y,
tel que

Vee B (Tzly) = (#|T"y)
et de plus [|[T*y|| = [|¢y o T'|| < [ly[|.|T"]|. L'unicité d'un tel T*y permet de voir
facilement que T* est linéaire ; d’autre part, par I'inégalité précédente, || T*| < ||T|].
Par ailleurs, si x € F,

|1T2|* = (T2|Tw) = (2| T"T) < ||| | T7]| | 7],
ce qui entraine que ||Tz|| < ||z|| ||T*] et donc ||T'|| < ||T*||. O
Les propriétés suivantes se déduisent immédiatement de la définition de 1’adjoint.

Proposition 5.15 L’application de L(E) dans lui-méme définie par T +— T* est
une application linéaire st K = R, antilinéaire st K = C. C’est en outre une
isométrie involutive (i.e. pour tout T € L(E), T** =T).

De plus, I* =1 etVT,S € L(E), (TS)* = S*T*.

5.5. Convergence faible dans un espace de Hilbert On dit qu’une suite (z,,)
de E converge faiblement vers x € F si

vye £ lim (a]y) = (2]y).

L’élément x est alors appelé la limite faible de la suite (z,,). Il est clair qu'une
suite ne peut avoir qu’au plus une limite faible.

On déduit immédiatement de I'inégalité de Schwarz qu’une suite (x,,) de E qui
converge vers un point z de E au sens de la norme de E (i.e. lim,, 4o |2, — || = 0)
converge aussi faiblement vers z. La réciproque est en général fausse. Par exemple,
on vérifie aisément que la suite (x,) de 'espace E = (? définie par

1 si j=n
(:L‘n)j:{ 0

sinon

converge faiblement vers 0 alors que pour tout n, ||z,|| = 1. Pour ces raisons, on
dit parfois qu'une suite de E qui converge au sens de la norme est fortement
convergente.

La proposition qui suit précise le rapport entre convergence faible et convergence
forte.

Proposition 5.16 Soit (x,) une suite de E faiblement convergente vers x. Alors
liminf ||z,| > [|z]|.
n—-+00

De plus, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
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1. la suite (x,) converge (fortement) vers x ;
2. limsup,,_ ;o0 [[2all <[] ;

Démonstration. Tout d’abord,

l2l* = tim |(@lan)] < ] Tim inf [l

ce qui prouve le premier point. D’autre part, ||z — z,||> = ||z]]* + ||z, ||* — 2 Re(z,|7)
et donc )
msup o — 0, < (Timsup o) ol

n—-+00 n—-+00

ce qui démontre I'équivalence entre les propriétés 1 et 2. L’équivalence entre 2 et 3
en découle immédiatement. [

Le résultat qui suit est une conséquence du théoreme de représentation de Riesz.
Sa démonstration fait usage du procédé d’extraction diagonale vu dans le chapitre
consacré a la compacité. .

Théoréme 5.17 (Banach-Alaoglu) De toute suite bornée de E on peut extraire
une sous-suite faiblement convergente.

Démonstration. Supposons d’abord que E est séparable et soit (e,),eny une suite
dense de E.. Soit (x,) une suite bornée de E. Nous utilisons le procédé d’extraction
diagonale pour construire une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que,
pour tout p € N, la suite (z(n)|€p)nen soit convergente : comme, pour tout p € N,
la suite ((x,]ep))nen est bornée dans K (d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le
fait que la suite (x,),en est bornée dans E), on peut construire, par récurrence sur
p, une suite décroissante (A,),en de parties de N telle que, pour tout p € N, la suite
((znlep))nea, est convergente. L’application ¢ définie par :

¢(p) = le (p+ 1)-ieme élément de A,

satisfait la propriété requise. Soit D le sous-espace vectoriel de E engendré par la
suite (e,)pen. Par linéarité du produit scalaire, nous voyons que, pour tout y € D,
la suite ((2¢(n)|y))nen est convergente.

Démontrons maintenant que la suite ((zg(n)|y))nen est de Cauchy, et donc con-
verge, pour tout y € E. Soit donc y € E et soit ¢ > 0. Notons M = sup,,cy ||%n]|-
Par hypothese, D est dense dans E. Soit z € D tel que ||y — z|| < ¢/(3M). La suite
((zgn)|2))nen est convergente, elle est donc de Cauchy. Soit N € N tel que, pour
tous p,q > N,

[(To(p) — To()|2))| < /3.
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Alors, pour tous p,q > N :

(o) — Zo@ Y < (o) — o2 + (o) — Ty — 2))]
19
< 3t 2oy — Tl [y — 2|l
19 E
< SqoM— —¢
= gteMgyr=e

Nous pouvons ainsi définir, pour chaque y € E :

Lly) = lim (woemly) = lim (ylrem).
L’application L ainsi définie de E dans K est visiblement linéaire et, par 'inégalité de
Cauchy-Schwarz et le fait que la suite (z,,) est bornée, continue. D’apres le théoreme
5.13, il existe un élément x € E tel que L = ¢,, ce qui démontre le théoreme dans
le cas séparable.

Venons-en au cas général. Soit (z,,) une suite bornée de E et soit F'1’adhérence du
sous-espace vectoriel de E' engendré par {z, }n,en. Cet espace est, par construction,
un espace de Hilbert séparable. D’apres la premiere partie de la démonstration, il
existe une suite extraite (z,,) et un point x € F' tels que

Vy € B lim (zn,]y) = (z]y).

Comme ceci a lieu aussi bien évidemment si y € F*, il suffit maintenant d’appliquer
le corollaire 5.10. O

L’existence de 1'adjoint d’un opérateur linéaire continu quelconque permet de
démontrer la propriété suivante.

Proposition 5.18 Soit (x,) une suite de E qui converge faiblement vers x. Alors,
pour tout T' € L(E), la suite (T'x,) converge faiblement vers Tx.

Démonstration. Pour tout y € F,

lim (Tz,|ly) =

i i (5T*) = ([T = (Taly). ©

Exercices

1. Théoréme de Lax-Milgram. Soit E un espace de Hilbert réel. On considere une
forme bilinéaire a sur E, que I’on suppose continue et coercive, ¢’est-a-dire qu’il
existe deux constantes C' > 0 et a > 0 telles que

Yo,y € E la(z,y)l < Clzlllly] et VeeE a(z,z) > ol
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a. i. Démontrer qu’il existe un opérateur linéaire continu 7" sur £ tel que
Ve,ye B a(x,y) = (Txly).

ii. Démontrer que T'(E) est dense dans E.
iii. Démontrer que pour tout x € E, |[Tz| > al|z||. En déduire que T" est
injectif et que T(F) est fermé.
iv. En déduire que 7" est un isomorphisme de £ sur lui-méme.
b. Soit L une forme linéaire continue sur £.

i. Déduire des questions précédentes qu’il existe un unique u € E tel que
Vye B a(u,y) = L(y).

ii. On suppose dans cette question que la forme bilinéaire a est symétrique
et l'on définit, pour x € F,

3(r) = salr, 1) — L)

Démontrer que le point u est caractérisé par la condition suivante :

®(u) = min &(x).

(u) = min &(z)

2. Soit P un opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert £. On suppose que
P est une projection (P? = P). Démontrer que les quatre propriétés suivantes
sont équivalentes :

— P est un projecteur orthogonal ;

— P est auto-adjoint : P = P*;

— P est normal : PP* = P*P;

— pour tout z € B, (Px|r) = || Pz|*

3. Soit E un espace de Hilbert.

a. Démontrer que toute suite faiblement convergente de E est bornée.
Indication. Utiliser le théoreme de Banach-Steinhaus (cf. exercice 4.5.; p.
68).

b. Soient (z,) et (y,) deux suites de E. Démontrer que si la suite (z,) converge
faiblement vers z et si (y,,) converge fortement vers y alors la suite ((x,|y,))
converge vers (z]y). Qu’en est-il si I'on suppose seulement que la suite (y,)
converge faiblement vers y ?

4. Soit (z,,) une suite d'un espace de Hilbert E. Démontrer que si pour tout y € F,
la suite ((z,|y)) est convergente, alors la suite (z,,) est faiblement convergente.

Indication. Utiliser I'exercice 9, p. 70.

5. Soit K une partie compacte d’un espace de Hilbert E. Démontrer que toute
suite de K faiblement convergente est fortement convergente.
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. Démontrer que dans un espace de Hilbert de dimension finie toute suite fai-

blement convergente est fortement convergente. On pourra donner une démon-
stration directe n’utilisant pas les exercices 3 et 5.

. Soit D une partie totale d’un espace de Hilbert E. Démontrer que si (x,,) est

une suite bornée de E et si pour tout y € D, lim,, ;oo (z,|y) = (z|y) alors (x,,)
converge faiblement vers . Démontrer que I’hypothese que (z,,) est bornée est
nécessaire (cf. exercice 3a ci-dessus).

. Théoréme de Banach-Saks

Soit (x,,) une suite d’éléments d'un espace de Hilbert F qui converge faiblement
vers ¥ € E. Démontrer qu'il existe une suite extraite (z,,) telle que la suite
(yx) définie par

1
Yk = E(xnl +$n2 ++Ink)

converge (fortement) vers .
Indication. Se ramener au cas ou x = 0. Dans ce cas, construire (par récurrence)
une suite strictement croissante (ny) d’entiers telle que pour tout k > 2,

| |20, )| S V/Rs (s 2 )| S Vs (@0, |2, )| < 1K

Utiliser ensuite 1'exercice 3a.

a. Soient (x,) une suite faiblement convergente d'un espace de Hilbert et z sa
limite faible. Démontrer que x se trouve dans ’enveloppe convexe fermée
de ensemble {x, },en-

Indication. Utiliser I'exercice précédent.

b. Soit C' une partie convexe d'un espace de Hilbert E. Démontrer que C
est fermé si et seulement si la limite faible de toute suite de points de C'
faiblement convergente est un élément de C'.

Un cas particulier du théoréme du point fixe de Browder. Soit C' une partie non
vide, convexe, fermée et bornée d’un espace de Hilbert E.

Soit T" une application de C' dans C' telle que
Ve,ye O |T(2) =Tl < llz—yl.
a. Soit a un point de C. Pour chaque n € N* et x € C, on définit
1 n—1

T(x).

Démontrer qu’il existe un unique point z,, € C' tel que T, (z,) = z,.
Indication. L’application T,, est strictement contractante.

b. Soit (z,,) une suite extraite faiblement convergente de la suite (x,,) et soit
x sa limite faible (cf. théoreme 5.17). Soient y, = =, —a et y = = — a.
Démontrer que pour tout n > 2,

2n

2n

—2
[5all* < S Re(yaly).
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En déduire que la suite (x,,) converge fortement vers z, que z € C et
T(x) = x.

. Démontrer que 'ensemble {z € C t.q. T'(z) = z} est convexe, fermé et non

vide.
Indication. Pour démontrer la convexité, choisir xg, 1 € C' tels que T'(zg) =
zg et T'(z1) = x; et, pour t € [0, 1], poser x; = tx; + (1 — t)xy. Démontrer
que

[0 = 1]l = [[T'(r) — @oll + [l = Tzl

En utilisant les cas d’égalité dans l'inégalité de Schwarz, en déduire que
T(.Tt) = Tt.

11. Soit C' une partie convexe, fermée, bornée et non vide d’'un espace de Hilbert

réel E et soit J une fonction de E dans R différentiable. On rappelle que J
est dite convexe sur C' si pour tout couple (u,v) de points de C' et pour tout
g € [0, 1],

J(0u+ (1 — 0)v) < 0J(u) + (1 — 0)J(v).

Par définition, le gradient de J en u, noté V.J(u), est ’'élément de E associé a
la différentielle J'(u) par le théoreme de Riesz.

a. Démontrer que J est convexe sur C' si et seulement si, pour tout (u,v) € C?,

J(v) > J(u) + (VJ(u)|v — u).

En déduire en particulier que si J est convexe, alors .J est minorée sur C.

. Démontrer que si J est convexe alors il existe au moins un point u, € C' tel

que
J(uy) = inf J(u) .

ueC

On pourra procéder de la maniere suivante : Soit (u,) une suite d’éléments
de C telle que lim,,_, o J(u,) = m.

i. Démontrer que (u,) a une sous-suite (uy,, ) faiblement convergente.

ii. Soit w, la limite faible de (u,, ). Démontrer que u, € C (cf. exercice
9).

iii. Démontrer que J(u.) = m.

. Sous les hypotheses et avec les notations précédentes, démontrer que 1’en-

semble Cy = {u, € C' t.q. J(u.) = m} est convexe et fermé. Démontrer
aussi que u € Cj si et seulement si, pour tout v € C, (VJ(u)|v —u) > 0.

. Un exemple de fonction convere. Soient T' € L(FE), ® € E' et J(u) =

(Tulu) + ®(u). Démontrer que J est convexe sur E si et seulement si
lopérateur T' 4 T* est auto-adjoint positif.
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5.6. Familles orthogonales, bases hilbertiennes On considere ici un espace
préhilbertien E. Une famille (X;);c; de E est dite famille orthogonale si pour tous
© # 7, Xi L X;. Rappelons qu’alors, d’apres le théoreme de Pythagore, on a, pour

toute partie finie J de I,
2

= > IIXill*.

i€

S

icJ

Une conséquence immédiate en est la proposition suivante.
Proposition 5.19 Une famille orthogonale dont aucun élément n’est nul est libre.

Démonstration. Soient J une partie finie de I et (\;);jes des éléments de K tels que
Zje] A X; = 0. Alors

2

=> PIXI =0,

jed

> ONX;

jed

ce qui entraine clairement que pour tout j € J, \; =0. O

Une famille orthogonale dont tous les éléments sont de norme égale a 1 est dite
famille orthonormale (ou orthonormée). D’apres la proposition précédente, une telle
famille est libre. Une famille (e;);e; de E est dite totale si tout élément de E peut étre
approché de facon arbitrairement proche par une combinaison linéaire d’éléments de
cette famille, c’est-a-dire si, pour tout f € F et tout € > 0, il existe une combinaison
linéaire g = > ;_, x;, €, telle que que ||g— f]| < €. Une famille orthonormale totale de
E est appelée une base hilbertienne de E. En dimension finie, une base hilbertienne
est tout simplement une base orthonormée.

Nous donnons maintenant quelques exemples fondamentaux.

EXEMPLES

1. Soient a > 0 et CX I'espace des fonctions continues périodiques de période a de
R dans K, muni de sa structure d’espace préhilbertien définie p. 72. On pose,
pour n € Z,

€n($) _ €2i7rnr/a'

Il est immédiat que la famille (e,)nez est une famille orthonormale de CC.
Si a = 2m, le théoreme de Fejér (cf. page 18) montre que cette famille est
totale dans CF muni de la norme uniforme. Un simple changement de variables
démontre que ceci est vrai pour toute valeur de a. Comme la norme associée au
produit scalaire est inférieure ou égale a la norme uniforme, la famille (e,),ez
est une base hilbertienne de l'espace préhilbertien CS. On en déduit aussitot
que la famille

2 2 2 2
{1, V2 cos —Wx, V2sin —Wx, ... V2cos ﬂx, V2 sin ﬂx, .}
a a a a

est une base hilbertienne de I'espace préhilbertien CX, avec K = R ou C.
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2. Soit E 'espace Sf([O, 1]) défini a 'exemple 4, p. 73, correspondant a la fonction
¢ = 1. On pose, pour n € Z et z € [0,1], e,(z) = €*™2. Comme ci-dessus, on
vérifie aisément que la famille (e, ),cz est orthonormale dans E.

3. Considérons l'espace E = (? (cf. exemple 5, p. 73). On définit, pour n € N,
I'élément e, de E par e,,(n) = 1 et e,(n) = 0 si m # n. La famille (e,,)nen
est évidemment orthonormale. Démontrons qu’elle est totale. Soient pour cela
x € E et e > 0. Puisque la série Y |2,|* converge, on peut choisir N € N

tel que
D wal* <2
n>N

Mais alors

2
=) <€

n>N

T — E Tpn€n

n<N

Ainsi, la famille (e,,)nen est une base hilbertienne de E.

EXERCICE Fonctions de Haar. On consideére la famille de fonctions (H,)pen
définies sur [0, 1] par Hy =1 et, pour n € Net 1 < k < 2",

V2r st x€](2k —2)27 L (2 — 1)27 Y

Honipq(z) =< —V20  si €]k —1)2771 227" 1]
0 sinon.

Démontrer que (H,)en est un systéme orthonormé de E°([0, 1]).

L’essentiel des propriétés des familles orthonormales découle de la proposition
élémentaire suivante.

Proposition 5.20 Soit {e;};c; une famille orthonormale finie de E et soit F' ['es-
pace vectoriel engendré par cette famille. Pour tout x € E, la projection orthogonale
Pr(z) de x sur F est donnée par

Pp(x) =) (xle))e;.

jeJ

En conséquence,

l=])* =

+ > I(ale)) .

jed

v = (zlej)e;

jedJ

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de démontrer que le vecteur y =
> jes(xlej)e; satisfait aux conditions caractérisant Pr(x) (cf. proposition 5.9). Or il
est clair que y € F et que pour tout j € J, (x—yle;) = 0, ce qui entraine x—y € F*.
La suite de I’énoncé découle immédiatement du théoreme de Pythagore. [
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Une premiere conséquence immédiate, mais importante est 1'inégalité de Bessel :

Proposition 5.21 (Inégalité de Bessel) Considérons une famille (e;);e; ortho-
normale de E. Alors, pour tout v € F,

> Izle)l® < =)

el

Précisons le sens de la notation ), ; a;, lorsque, comme c’est le cas ici, les a;
sont des réels positifs. Par définition,

Zai: sup .Za]’.
eJ

el JCI,J fini

En général, 'ensemble d’indices I est soit fini, soit égal a N ou Z. Dans ces deux
derniers cas, on vérifie simplement que

n

+oo +o0o —00
5 anzg (U, g anzg CLn—i-E a_, = lim E Q-
n—-+o0o
n=0 n=0 n=1 ;

neN nez i=—n
Insistons sur le fait que cette définition et ces égalités ne sont valables que pour des
familles (a;) de réels positifs ou nuls.

EXERCICE Soit f une fonction de classe C! de [0, 1] dans C telle que f(0) = f(1).
Soit, pour n € Z, ¢,(f) = fol f(x)e?™*dx. Démontrer que la série de fonctions
oo eu(f)e¥ ™ converge uniformément sur [0, 1], puis que pour tout = € [0, 1],

n=—oo N

—+00

flz)= ) el )™

n=—oo

Indication. Démontrer que ¢, (f’) = 2imne,(f) et en déduire que

+oo

Y lenlf)] < +oo

n=-—oo

en utilisant I'inégalité de Bessel pour f’.

L’égalité dans l'inégalité de Bessel est caractérisée dans le théoreme suivant.

Théoréme 5.22 (Bessel-Parseval) Soit (¢;)icr une famille orthonormale de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. la famille (e;);cr est une base hilbertienne de E ;
2. Ve e B x| = >, [(z]e;)|* (égalité de Bessel) ;
3. Va,y € E (zly) = 3 (xlei)(e]y)-
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Ainsi, si (e;)ier est une base hilbertienne de E, Uapplication de E dans (*(I) définie
par x — ((zle;) ),c; est une isométrie linéaire.

Cette isométrie est surjective si et seulement si E est un espace de Hilbert.

Démonstration

1. Supposons 1. Alors, pour tout z € E et pour tout € > 0, il existe une partie
finie J de I telle que la distance de = & I’espace vectoriel engendré par {e;};es
est inférieure ou égale a . Par la proposition 5.20,

Dol@le)l =D I@ley)|* = flaff* - &2,
jel jeJ
Faisant tendre ¢ vers 0 et compte tenu de I'inégalité de Bessel, on obtient 2.

2. Réciproquement, supposons 2. Alors, pour tout x € E et pour tout £ > 0, il
existe une partie finie J de I telle que >_ . [(x[e;)[* > [lz[|* — €* et donc, par

la proposition 5.20,
v =Y (zlej)e;

jeJ

<e.

Ceci démontre que la famille (e;);c; est totale et donc 1.

3. L’équivalence entre 2 et 3 découle immédiatement de l’expression, dans un
espace préhilbertien, du produit scalaire en fonction de la norme (cf. la remarque
qui suit le corollaire 5.2).

4. Si I'isométrie est surjective, F est isométrique & ¢?(I) et donc complet.

5. Supposons enfin que E est un espace de Hilbert et soit (z;);c; un élément de
C*(I). Soit a = >, |x;]?. 11 existe alors une suite croissante (.J,) de parties
finies de I telle que pour tout n € N, 37, |z;|> > a — 27" (on se place dans
le cas ol [ est infini, le cas fini étant élémentaire). Soit u, = Y. 7, Tie;. Alors,

sin <p,
lup —unl* = > o <277
i€ Jp\Jn

Puisque E est complet, on en déduit que la suite (u,) converge vers un élément

x de E. Or
Z |z = a.
i€UnJn
Donc pour tout ¢ & U, J,, x; = 0 et (x|e;) = lim, 1o (unle;) = 0. Sii € Uy J,,
alors (z|e;) = lim,, o (uy|€e;) = x;. Ainsi, (x|e;) = x; pour tout i € I, ce qui
prouve la surjectivité de I'isométrie. [

Remarque. La démonstration des points 1 et 2 montre que, plus précisément, si
(€;)ier est une famille orthonormale de F, 1'égalité

lz)® = (e

el
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caractérise les points x appartenant a I’adhérence de 1’espace vectoriel engendré par
la famille (e;)es-

Ezemple. Considérons a nouveau I'exemple de l'espace C5_ et de sa famille ortho-
normée (e,) définie par e, (z) = e (cf. exemple 1, p. 89). Si f € CL et n € Z, on
définit

cn(f) = (flen) = / f(z)e ™ dz.

La suite (¢, (f))nez est la suite des coeﬁiczents de Fourier complexes de f. Il est vu
en classes préparatoires que, pour tout f € C 27”

1 2

/. [f@)Pde = e f)I.

nel

Ceci montre que la famille (e,,) est une base orthonormée de Cf

Les coefficients de Fourier complexes peuvent étre définis de fagon analogue pour
toute fonction f € £F(]0,1]) par c,(f) = fol f(x)e?™dz (cf. exemple 2, p. 90).
L’égalité de Bessel demeure valable dans ce cas, ainsi que 1’égalité (1) au sens de la
norme de Pespace EX([0, 1]).

EXERCICE
1. Soit f une fonction de classe C' de [0,1] dans C telle que f(0) = f(1).

Démontrer que
2 1 1
/ 2
<1 | F@Pe

AWW%—

et que Pégalité a lieu si et seulement si f est de la forme f(x) = X + pe*™ +
ve 27 avec \, u,v € C.

Indication. Utiliser 1’égalité de Bessel en considérant la base hilbertienne de
L*(]0,1[) définie dans I'exemple 2, p. 90.

2. Soit f une fonction de classe C* de [0, 1] dans C. Démontrer que

/u Mwi/fdx<—/U‘|M

et que 1’égalité a lieu si et seulement si f est de la forme f(x) = A + pcosmz,
avec \, i € C.
Indication. Raisonner comme dans la premiere question en considérant la fonc-
tion paire de [—1, 1] dans C qui prolonge f.

3. Soit f une fonction de classe C? de [0, 1] dans C telle que f(0) = f(1) = 0.

Démontrer que
1 1 /1
| 1r@rar< 5 [ 15w
0 ™ Jo

et que 1'égalité a lieu si et seulement si f est de la forme f(z) = Asinmx avec
AeC.

fx)dx
0
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4. Inégalité de Wirtinger. Soit f une fonction de classe C* de [0, 1] dans C telle

que f(0) = f(1) = 0. Démontrer que

1 1 1
/0 Fa)Pde < / f (@)

et que I'égalité a lieu si et seulement si f est de la forme f(x) = Asinnz, avec
A e C.

Indication. Prolonger f par imparité.

EXERCICE : BASES HILBERTIENNES DANS UN ESPACE DE HILBERT QUEL-

CONQUE

Soit E un espace préhilbertien.

1. Démontrer que F contient une famille orthonormale maximale (c’est-a-dire une

famille orthonormale qui n’est strictement contenue dans aucune autre).
Indication. On rappelle le lemme de Zorn (di semble-t-il & Kuratowski), qui
est une des diverses formes équivalentes de I'axiome du choix :

Soit < une relation d’ordre sur un ensemble A satisfaisant ’hypothese suivante :
toute partie de A sur laquelle < induit une relation d’ordre total est majorée.
Alors A admet un élément maximal.

. Démontrer que si E est un espace de Hilbert, alors toute famille orthonormale

maximale est une base hilbertienne de E. (Utiliser le corollaire 5.11.) Ainsi,
avec l’axiome du choix, tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne.
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